Álgebra 


A) Produtos especiais (ou notáveis) 

1 (acb)*—a*-2abc b 

2. (a—b)* —u* — 2ab t b* 

3 la+b)la—b)=4*=b? 

Es (а + b) (а — аЬ + b*) = а? + b’ 
5 (ар) Fab b) i 
6 (a+b)? =a? + За + 3ab + b 
7 (а 6)? = а? — За?Ь + За? — Б 


В) Expoentes inteiros 
Y a- gno quer 
2 (qm) = gm 


3 (ab) = атр" 


4 (E (60) 


а 
5 соате (а 0) 


Trigonometria (veja também págs. 35, 36 e 37) 


F) Identidades fundamentais 
1 sen? 7+ cost i= 1 
2 Р тап? г= sec? г 


3 ОР cof 1 = сес? г 


sent 
4 tani= 
cos t 
Os f 
S egti= 
sent 


6 tanicoti=1 


sent esc г = 


8 cosrseci=1 


| mi (veja pág. 181) 


C) Expoentes fracionários (radicais) 


Ws d 


1 Va- Vb Vab | á 
Va Я 
4 

D) Logaritmos 


1 log, (MN) = log, M + log, № 


2 tos (X) = log, M — log, N 


3 log, М? =P log, M 


E) Fórmula quadrática (equação do 2.º 
1 Seax?+bx+c=0, a #0, então 


G) Fórmulas para o dobro do ângulo 


sent cos £ 


E fe) 


= соз* t - sen” + 
3 cos г —i(1- cos 21) 


4 sem: —$(1— cos 2r) 


H) Fórmulas envolvendo o produto de 
1 sens соз г = ¿[sen (5 + t) +sen (s 


2 cos scos г = +[соз (у +1) + cos 


3 senssent=álcos (s — т) — cos ( 


Cálculo 


[O básicas de diferenciação 


1 Du" = пи" D,u 


2 DG +0) = Duc D, 
3 Doluv)=uDso+vDat 
h p. (nj Da: uD,v 
5 D,senu=cosuDçu 

D, cosu=-senu Drit 
7 D, tan u = sec u Du 
8 : D, cot и=— esc? u Du 
D D, sec и = sec u tan u Du 
T Decscu=-—cscucotu Du 
E Du 
La D,sem'u л 


J) Fórmulas básicas da integração 


B MH ma 
3 zs 
ati fe ) 


1 [еа 

2 [muc 
н 

E [sen udu=-cosu+€ 


| cos и du=senu + C 


em, 


Е 
СЕЕ 
| 

7 | sec utan u du = sec u+ C 
8 | ese u cot u duo —e u + C 


9 f tam u du= tn [cos ul +C 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


19: 


10 


n 


12 


13 


14 


=D pu 
Р, costu = m 
1 
Dou 
ccu 
Dy tanu LE 
=D pu 
D,cot!u- ——; 
E la 
Du 
веси Е 
T ju] V u? — 1 
D, csciu= 0ш 


jul Yu? — 1 


р, | f) dt — f (u)D,u 
D,lnu- Dau 
Dee! = ери 


[оиа lene] + € 
sec и du = In |ѕес и + tan ul + C. 
esc u du = In |csc и — cot ul + C 


IE u 


cos? и du = $u + $sen2u- C 


и = фи 


E зеп2и +C 


u 
sen С 
3 a 


tanc +С 
а 


1 
= – Бест! 
а 


aeo 
и v al 


senh и du = cosh u + С 


D,a" =a" In a Du 


Du 
ulna 


D, log, и = 


D, senh u = cosh и Dyu 

D, cosh u = senh u Dyu 

D, tanh u= sech? u Diu* 

D, coth и ——csch? u Du 

D, sech и = —sech u tanh u Du 


Р. csch и = —csch u coth u-D,u 


19 Го u du m sema c 


20 J sech и du = amh u+€ 


21 [ csch? u du = —coth u + C 

22 [ sech и tanh и du = —sech и + C. 
23 | eseh и coth и du = —csch u + С 
24 [seme [mmc 

25 | e" йи=е"+С 

26 [а= кс 
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SÉRIES INFINITAS 


Na Seção 5 do Cap. 12 nós discutimos o uso dos polinômios de Taylor 
para aproximar o valor de várias funções e observamos que muitas vezes fal 
aproximação fica tão mais precisa quanto maior é o grau do polinômio de 
Taylor. Por exemplo, a aproxim: 


se torna cada vez melhor à medida que o número de termos vai aumentando. 
Isso sugere que. dentro de um sentido apropriado. e” seria dado exatamente 
pela "soma infinita" de todos os termos da forma x'/L ': isto & 


xri 
GET 


+— + 
n! 


Tais “somas infinitas". que são chamadas séries infinitas, são estudadas 
neste capítulo. A maioria das funções importantes tratadas no cálculo podem 
ser representadas como uma '*soma”” de uma série infinita. na qual os termos 
envolvem potências de variáveis independentes: tais séries são chamadas 
séries de potências. 

Neste capítulo nós consideraremos as seguintes perguntas: Primeiro, 
como definiremos o significado da “soma” de uma série infinita? Segundo, 
como podemos dizer se uma dada série tem tal "soma" (isto é, se ela é 
convergente)? Terceiro. quando е como podemos representar uma função 
por uma série de potências? Quarto, quando e como podemos diferenciar e 
integrar funçõ resentadas por séries de potências? 

Рага responder е perguntas е desenvolver uma teoria de séries 
infinitas, começaremos estudando um assunto bastante relacionado com 
este, qual seja o de segiléncias infinitas. 


Seqüéncias 


A palavra sequência é usada em linguagem corrente рата ssgssticar um 
sucessão de coisas dispostas numa ordem definida. Aqui, тёз estamos 
ressados em sequências de números como 


1, 3, 5, 7, 9 ou como 
16, 25, 36, ADS 


Cada número em separado que aparece na si 
seqüéncia. Uma sequência tendo apenas um 
como a seqüéncia 1, 3. 5. 7, 9) é chamada de 
seqüéncia 0, 1, 4, 9, 16. 25, 36, 49, 64. .. di 
perfeitos” dispostos em ordem crescente) 
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termos e é portanto umasequencm infinita. E claro, não podemos listar todos 
os termos de uma seqüéncia infinita: por isso. nós lançamos mão da conven- 
ção de escrever uns poucos primeiros termos e entao colocamos os trés 
pontos para significar "e assim por diante”. 

Aqui, nosso interesse é com sequiéncias infinitas somente. Tais seqüén- 
cias podem ser indicadas por 


Catala ges 


ended, e o primeiro termo. as € o segundo termo. ay é o terceiro termo, € 
assim por diante. O “termo geral”. ou o 1-ésimo termo, é aqui designado ap. 
A fim de especilicar a sequência, é suficiente fornecer uma regra ou fórmula 
para o n-esimo termo «y. Por exemplo. a seqüéncia, cujo n-ésimo termo é 
dado pela fórmulaa , = 3n — 1. tem primeiro termoa, = 31) — 1 = 2: segundo 
termo а» = 3/2) — 1 = 5: e assim sucessivamente. A seqüéncia resultante é 


2,5, 8, T1, 14, 17,20, . 


3n—1,. 


E importante perceber que uma seqüéncia é mais que uma mera colecao 
de números; de fato, 0» numeros numa sequencia aparecem dentro de uma 
ordem definida е também repetições desses mimeros são permitidus. Por 
exemplo, as seguintes sequências são perfeitamente legítimas: 


1,31. a as S Ачы 


0,0,0,0,0,0,0,.... 0 


As vezes uma listagem de uns poucos termos de uma seqüéncia indica 


sem deixar qualquer dúvida a regra ou fórmula que determina o termo geral. 


São exemplos: 


Entretanto. muitas vezes pode tornar-se muito difícil — se não impossível — 

eterminar a regra geral desejada atraves de um exame do exemplo numérico 
formado por alguns termos. Quando existe uma leve dúvida, a solução é 
especificar explicitamente o termo geral, (Em relação com isso, veja o pro- 
blema 40.) 

Dentro de um tratamento matemático rigoroso. uma yequéncia e deli- 
nida como uma fixncao f cujo domínio é o conjunto dos inteiros ositivos. 
Então /i 1) é chamado de primeiro termo, fl 2) o segundo termo, e em geral/(n) 
é chamado de n-ésimo termo da seqúenciaf. Desse ponto de vista, a seqüén- 
cia 


B1 17 93 


AT 


seria identificada através da função f cujo domínio são os inteiros positivos e é 
definida por fin) = 6 — (3/m). 

A delinicào de uma seqüéncia como uma função não tem apenas a 
vantagem da precisão técnica, mas também permite a aplicação de muitas das 
idéias previamente desenvolvidas para funções 
O leitor que assim deseje está encorajado a tratar segiiencias como sendo 
funções; entretanto, neste livro nós tratamos com sequências mais informal- 
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mente, 
Nós usamos a notação (aj como simbologia para seqüéncia cujo n-est- 
mo termo € a. 
й | 


Por exemplo, representa a sequência 


3п + 1 
1234 n 
EP TO IU Be и 
n п А e. 
I que——- —  .eenquanto vai aumentando l/n vai diminuindo, 


3n + 1.43 + (dn) 
fica claro que, quanto mais longe formos na seqüéncia, os termos ficarão mais 
e mais perto do valor !/s. Assim, escrevemos 


n ЧГ 
e dizemos que a seqúéncia iil converge para o limite Мз. 


Mais geralmente, nós dizemos que a sequência {а,} converge para o 
limite L no caso lim a, = L no sentido de que a diferença entre a, e L pode ser 
na 


feita tão pequena quanto nos agrade em valor absoluto, desde que n seja feito 
suficientemente grande. A definição seguinte expressa a idéia de convergên- 
cia de uma seguência mais formalmente. 


Convergência e divergência de uma seqüéncia 
Nos escrevemos lim «a, = L e dizemos que a seqüéncia (an) converge 


para o limite L desde que. para cada número positivo e, existe um inteiro 
positivo N (possivelmente dependendo de в) tal que 


la, = L| «s sempre que > М. 


Uma segiiência que converge para um limite é chamada sequência 
convergente, enquanto uma seqúéncia que não converge é dita divergente. 

Quando se trata de uma sequência nào-familiar, é uma boa idéia escrever 
uns poucos termos explicitamente para se ter alguma compreensão sobre seu 
comportamento geral. Entretanto, é preciso cuidado, desde que c o “final da 
cauda" e não os primeiros termos que determinam a convergência ou diver- 
géncia de uma sequência. 


Determine se a sequência dada converge ou diverge. Se converge, calcule 
seu limite. 


(10175) = [Om Y 


SOLUÇÃO 
Aqui a sequência é 
mz 


1 2 2 + 5 
PEE - 1 
* 10" 100" 1000” 10000* "^ AOS ¿7 


€ 
e está claro que os termos estão se tornando cada vez menores. Por escolha 
den suficientemente grande, nós podemos fazer |1/10"-? — 0| = 1/10" tão 
pequeno quanto nos agrade: daí, pela definição 1, a sequência converge рага 
o limite 0. 


(719 hamt 


SOLUCAO 
Esta sequência, 


TEOREMA 1 


EXEMPLO 
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me 4 z 34 5 
= AÍ qa (AE 


simplesmente pula de um valor para outro sempre entre —1 e 1: daí não se 
aproxima de um limite e é portanto divergente. 


1.1 Propriedades dos limites de sequências 

O calculo de limites de segúéncias convergentes é realizado de maneira 
muito semelhante à do cálculo de limites de func De fato, os dois 
processos estão muito relacionados, como e visto pelo teorema seguinte: 


Convergência de seqüéncias e funções 
Seja a função f definida no intervalo [1.») e define-se a sequência {а„} por 


а, = п) para cada inteiro positivo л. Então. se lim ftx) = L, segue-se que 1 
D 


lim a, = 1. 


A prova do Teorema | é deixada como exercício (problema 4: 


ЖЕ GA Ss 
Mostre que a sequéncia pa converge e encontre seu limite. 
n 


| 


SoLução 


за бб; 3 TS є E в 
A função — é uma indeterminação da forma ®/® em +0, Assim, nós 


5 
podemos aplicar a regra de L'Hópital para obter 


In x 


lim 


aaa 


sto 
T 

o а In n > "LH ni 
Pelo Teorema 1. lim |) = 0: isto é, a sequência dI converge para 
же y. n 


о limite 0. 
As seguintes propriedades ү limites de suene são andlogas às 

propriedades de limites de funções (veja Cap. 1, Seção 2): portanto, nós 

admitiremos tais propriedades e ilustraremos seus usos atr avés de exemplos. 


Propriedades dos limites de seqüéncias 
Suponha que as seqüéncias (a,) e {b,} convergem para os limites A e B, 
respectivamente, e que е é uma constante. Então, 


L hm ex 


2 limeg=e 


nx 


3 lim (a, + b,) = tin lim а, | + | +( lim b,) =4A+B 


lim (a, — b.) = ( lim а) | lim 2 =A-B 


4 lim (u,b,)— ( lim aj] lim ha) 
4m d WE 


5 Se b, # 0 pura todos inteiros positivos m e B + 0, então 


lim а, 


ы P 
lim — = A ж =, 
аа lim b, B 
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6 lim = 0. se k é uma constante positiva 
7 Se |а < 1, então lim a" = 0. Se Ja] > 1. então ja”) diverge. 
EXEMPLOS Use o Teorema 1 e as propriedades 1 a7 para determinar o limite da sequência 


dada (desde que ela seja convergente). 


|3п® + 7п  M| 


(8 —5n+3 | 
SOLUÇÃO 
Dividindo o numerador e o denominador da fração dada por nº e aplicando as 
Propriedades | a 6, obtemos 
7 " 1 
lim 3n? + In + 11 tim gom 
= li = 
nas BER rt 5 
A 
n 
a "A 
lim 3 + lim + 
onc no П 
lim 8— lim Z+ lim 
noto a n noy 
BIA 0 
288—040 
p E a 
5 E 


EI 
Usamos a Propriedade 7 para concluir que lim (3) =0, 


no + 


з pez ami Я zami mt CSI 
SoLUÇÃO PE nã 
ы 
Н m. (1 | sen(m/2x) п. sen(n/2x) 
im xsen— = lim (=; =>" im 
ser 2 2 sata 2х 
т ж == 
ЖО» 


onde colocamos г = т/2х e observamos que r— 0* quando хэ +2. Portanto, 


pelo Teorema 1. 


s л 
lim nsen— = =. 
пе + 2 


DEFINIÇÃO 2 


EXEMPLOS 
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n? + 5п 

Л +1 

SOLUÇÃO 

Aqui " 

2 
1 SA 
3 

n r$n n d Te aem 
mt 


(41) i 


Quando л vai se tornando maior, o numerador n + (5/n) também vai aumen- 
tando, enquanto o denominador 7 + (1/n*) se aproxima de 7. Portanto, a 
fração vai aumentando sem limite quando л — + «e: daí, a seqüéncia diverge 


1.2 Seqüéncias monótonas e limitadas 


2i 
Considere a кава [2 „© Observe que seus termos 
n= 42 34 S 
24 6 8 10 2n 


estão se tornando maiores uniformemente. Isso pode ser visto algebrica- 
2p em 
E 207: 
5n + 5 + (3/4) 
cresce, 3/л decresce, Sendo assim, a ffação aumenta. 
De um modo geral, nós apresentamos a seguinte definição: 


y К 
mente escrevendo-se e observando que quando n 


Seqüéncias crescentes e decrescentes 
Uma seqúéncia {а,} é dita crescente (respectivamente, decrescente) se 
а, <= (respectivamente, a, 2a, ве verifica para todo inteiro positivo n. 
Uma seqüéncia que seja crescente ou decrescente é dita monotona Caso 
contrário, ё dita jgo-monorona 


Determine se a sequência dada é crescente, decrescente ou não-monótona. 


|2п + 1| 
Tn —2/ 
SOLUÇÃO 
¿fa СТА ea, „Акеш Ge p ualquer 
um AA gq ЧН 
que seja л, 
n 2а +3 2п+1  (n—2)8n-3)— Qn  1)8n 1) 
mE rd IT (Зи + 1)8n — 2) 
_ (6? + 5п – 6) – (би? + 5n 1) _ -7 
e (3n + 1)8n — 2) — (8n 1)8n— 2) 


Senéuminteiro positivo, então 37 + 1 2 0e 3n — 2 > 0, assim temos quea 41 
— a, < 0; ou seja, а, >а, + 1. Portanto, a sequência dada é decrescente. 


seno 
21 
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DEFINIÇÃO 3 


EXEMPLOS 


CÁLCULO 
SOLUÇÃO 
A sequência é 
1,0, —1,0,1,0, —1,0,...,sen 


TUA 


€ repete sempre o ciclo 1,0 — 1,0, daí, é não-monótona. 


| n+5 | 
li + бп +41 
SoLUÇÃO 
Tome a função f(x) zin e observe que 
ECCL ег 
X+6x+4 a 
2 +10x+26 (х+5)#+1 


Ре) 


фа Ts para x >]; 
Aaa Ria Es 


daí, fé uma função decrescente no intervalo [ 1,0). Em particular fn) >п + 
1) se verifica para todo inteiro positivo л, ou seja, а seqiiéncia dada é 
decrescente. 
Considere a seqüéncia 
1234 п 
2345 nr 


e observe que todo termo é menor ou igual a 1. Sendo assim, dizemos que 1 é 


uma cota superior para a sequência 
\ п+і 
1 é maior ou igual a zero, assim dizemos que 0 ё uma cota 


ро mesmo modo, todo termo da 


sequência 
n+ 


inferior para a seqiiéncia. De um modo geral, apresentamos a seguinte 
definigao: 


Seqüéncias limitadas 

Um número C (respectivamente, um número D) € chamado de cota 
inferior (respectivamente, de cota superior) de uma sequência {an} se C = ar 
(respectivamente, а„ = D) se verifica para todo inteiro positivo л 

Se a seqüéncia (a,) tem uma cota inferior (respectivamente, uma cota 
superior), diz-se que é limitado inferiormente (respectivamente, limitada 
superiormente). Uma sequência ё dita limitada se é tanto limitada inferior- 
mente quanto superiormente 

É fácil mostrar qué uma seqüéncia {а„} é limitada se e somente se existe 
uma constante positiva M tal que ja, < M se verifica para todo inteiro 
positivo п (problema 48). Se uma ѕедйёпсіа converge, ela é limitada (pro- 
blema 46); entretanto, uma sequência limitada não converge necessariamente 
(problema 47). 


Determine se a segiiência dada é limitada superiormente ou inferiormente. 


| 2n | 
p 
It P3 П] 
SoLUÇÃO 

2n 2 2 2n 2 
Já que 0 €— — =-————— <Z,entáo —&(—1)*———-<&- е 
€ 3n 1 3 (1/п) uid 3 ( жт д” 


sequência é limitada tanto superiormente quanto inferiormente. 


TEOREMA 2 
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SOLUÇÃO PTT 
Já que todos os termos da seqüéncia , 
met T B oh Y 


1262410 n 
316 ga "uec 


são positivos, 0 é uma cota inferior рага [n!/2"). Devemos então determinar 
se а sequência tem uma cota superior. Usando a tabela de fatoriais e calcu- 
lando alguns termos da seqüéncia dada, concluímos que os termos parecem, 
antes de tudo, estar aumentando, mesmo para valores razoav elmente peque- 
nos den; por exemplo, o 10.º termo é 3543,75, enquanto o 15.º vale aproxi- 
madamente 40.000.000. Isso nos leva a supor que a seqüéncia pode ser 
ilimitada superiormente. 

Para confirmar que a sequência (n!/2") nào tem cota superior, nós deve- 
mos mostrar que dado qualquer número positivo K — não interessa o quanto 
grande seja — existe um termo п!/2”' grande o suficiente para podermos 
escrever n!/2" > K; isto é 


No produto da esquerda da desigualdade desejada. todos os fatores depois 
dos três primeiros são maiores ou iguais a 2, e temos п — 3 fatores dessa 


Torma; daí, 
Ya 


n! " " [3 М n 
Portanto, > K certamente se verifica se (е ajs К; isto é, se 


п! 


ъп 


Falta 
pla 


NIN 


2073 Кш (n — 3)1n2 >In (4K13). Assim, escolhendo o inteiro positivon 
3 
In (4K/3) n 


! 
102 podemos estar certos que — > К. Daí, а 
n2 


tal qen>3+ = 


en 


seqüência al não tem cota superior. 


Imagine uma sequência а, da, dy ..., Am cujos termos estão constante- 
mente crescendo, mas que tem uma cota superior D. Assim, 


MEG € ug. E Un < gai 


Se nós pensarmos nos termos desta sequência como sendo pontos dareta real 
(Fig. 1), então nós veremos um inevitável “empilhar”? desses pontos а 


my wj es р 
: orreee 
Fig. 1 m, 


esquerda do ponto correspondente a D, e im. facilmente persuadimos a. 
nós mesmos de que a seqüéncia deve estar convergindo para um limite em 
algum lugar dentro do intervalo [a,.D]. Nesse exemplo nossa intuição geomé- 
trica é justificada pelo teorema que se segue, cuja prova, infelizmente, está 
fora do escopo desse livro. 


Convergência de sequências monótonas e limitadas 

Toda seqüéncia crescente limitada superiormente é convergente, Ana- 
logamente, toda “sequência decrescente limitada inferiormente é conver- 
gente. 
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EXEMPLOS 


TEOREMA 3 


CÁLCULO 


Use o teorema 2 para mostrar que а seqiiéncia dada é convergente. 


SoLução 

gw т чу 
[d ge 

рагах > 1; daí f é decrescente em [1,2). Segue-se que f(n) > Дл + 1) para 

todo inteiro positivo n: isto é, a seqüéncia (n/e"] é decrescente. Já que todos 

os termos da seqüéncia são positivos, segue-se que ela é limitada inferior- 

mente pelo número 0. Daí, pelo Teorema 2, a seqúéncia converge. 


[5| 


Considere a função f(x)= E e observe que, f(x) 
e 


Bra! 

SoLução 

Os primeiros quatro termos desta sequência (com aproximação de três casas 
decimais) são 1,667, 1,389, 0,772, 0,322, ... Assim, a seqüéncia deve ser 


decrescente. Para provar que ela é decrescente, devemos mostrar que 


E aei 
31^ 37*3(0 + DP 


ou seja, 


5, [37M 26 
ene) 


A ültima desigualdade é obviamente verdadeira para qualquer inteiro posi- 
tivo; assim, a sequência é de fato decrescente. Todos os termos da sequência 
são positivos: daí, 0 € uma cota inferior. Já que a seqüéncia é decrescente e 
limitada inferiormente, ela converge. pelo Teorema 2. 

Encerraremos essa seção mostrando como a Definição | é usada para 
fazer provas formais de teoremas sobre limites de sequências. Para esse 
objetivo, o teorema seguinte (que é intuitivo) serve como um exemplo típico. 


ou n+1> 


lun 


Seqüéncias monótonas convergentes 


O limite de uma sequência crescente (respectivamente, decrescente) 
convergente é uma cota superior (respectivamente, uma cota inferior) para a 
seqüéncia 


PROVA 

Provemos somente a parte do teorema relativo a seqüéncias crescentes, já 

que prova para sequências decrescentes é completamente análoga e requer 

somente a inversão de algumas desigualdades (problema 52). Assim, supo- 

nhamos que (a, é monótona crescente e que lima, = L. Devemos provar que 
¡ope 


todos os termos da sequência são menores ou iguais a L. Se não fosse assim, 
haveria pelo menos um termo, digamos aq, com L < aq. Assim, seja в = a, — 
L, tal que e > 0. Pela Definição 1, existe um inteiro positivo N tal que |а, — L| 
< g se verifica sempre que n > № 

Agora, escolhamos o inteiro л maior que g e N. Já que q < n, segue-se 
que à, = a, assim como L < a, = a, ea, — І > 0. Consegientemente, 


а, == |а = <6=а 1, 


do que segue-se que а, < ay, contrariando o fato que a, = au. Portanto, a 
suposição de que existe um termo a, com L < a, leva a uma contradição. 
Segue-se que nenhum termo como a, pode existir, logo L é uma cota superior 
para a seqüéncia e o teorema está provado. 
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Conjunto de Problemas 1 


Nos problemas 1 a 4. calcule os primeiros seis termos de cada seqüéncia. Calcule 
também o 100.9. 


єт" TEN 


и? + 5] 


0g8-D Leer 


Nos problemas 5 a 8, encontre a expressão do termo geral (1-ésimo termo) de cada 
seqüéncia. 
7 JULIA 
- 6 1,0. 1,0, m 7 Suum 
+9, 1,0, 1,0, Pau ye 


Nos problemas 9 a 26, determine se cada sequência converge ou diverge. Se convergir, 
calcule seu limite. 


100) 
pu 10 
n 
2n? +1) 
0 (3) n 
2m +п n 
" n+1 2n 1e 
18 {1+ GF- G) 19 
be | 
21 22 (In (e +2)- 
mti- nl dier ) n 
24 (ni) 25 n zi 


Nos problemas 27 a 38, diga se cada seqüéncia é crescente, decrescente ou 
não-monótona e também se é limitada superiormente ou inferiormente. Indique se a 
seqüéncia é convergente ou divergente. 


= Eva) 28 (senna) 
a [т a (cm 
ш | м а-та 
= E эт entro) 
nij =) 


39 Déumexemplo para mostrar que a soma (a, + bn} de duas ѕедйёпсіаѕ náo-limitadas 
{аһ} e {bn} pode ser uma seqüéncia limitada, 
40 (a) Calcule os primeiros seis termos da sequência 


{п + (п — 1)(п — 2) — 3)(л — 4) — 5)(п — 6)). 


(b) Qual é o sétimo termo da seqüéncia na parte (a)? 
(с) O que você pode concluir sobre a determinação do termo geral da sequência 
através de um exame de uns primeiros poucos termos? 
41 Conclua sobre a convergência ou divergência da sequência {а"} nos seguintes 
casos: 


п 


14 


17 


29 


32 


35 


38 
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8 1,9, 25, 49, 81, 121, ... 


(uo) 


[In (e” + 2) — In (e" + 1) 
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(a) a< —1 
(d) a=1 


CÁLCULO 


беры (e) —1<а<1 
e) a>1 


42 Prove o Teorema 1 da Seção 1.1. 

43 Suponha que a eb são constantes com a > 1e b > 0. Mostre que a sequência {л/а 
converge para о limite 0. 

44 Suponha que {а„} e {bn} são duas seqüéncias cujos termos correspondentes concor- 
dama partir de um certo pônto, ou seja, suponha que existe um inteiro positivo k tal 


que a, = b, se verifica paratodon=k.Se lim а, = L, prove que lim b, = 
porto бе 


também. 
45 Suponha que a sequência (ay) tenha a propriedade de que 2,4, = Уа, + a, 1) para 
nz2equea, = 1 enquanto e, = 3. 


(a) Calcule os 8 primeiros termos da seqüência (ay). 


z : 7 
(6) Use indução para provar que а, = — + 


(с) Encontre lim ap. 


Ey 
1 


46 Suponha que a sequência (a,) é convergente. Mostre que (ay) é limitada. 
47 Através de um exemplo apropriado, mostre que uma segiiência limitada não precisa 


ser convergente. 


48 Mostre que uma seqüéncia {an} é limitada se e somente se existe uma constante 
positiva M tal que |а, = M se verifica para todo inteiro positivo n. 


49 Suponha que a seqüéncia (a,) seja convergente e satisfaça a condi; 


ойга = A+ 


Ba, para todo inteiro positivo n, onde A e B são constantes В # 1. Encon- 
tre lim a, (Sugestão: Tome o limite quando n->+= em ambos os lados da equa- 
+a 


ção a = A + Bar) 


50 No cálculo avançado, prova-se a re 


Use a relação de Stirling para provar que a sequência 


superior. 
51 Seja |a| < 1. Mostre que 


(a) (na”) converge para o limite 0. 
(b) dra") converge para o limite 0. 


ào de Sürling: 


tem uma cota 


52 Prove a parte do Teorema 3 pertinente а sequências decrescentes. 


2 


Séries Infinitas 


Uma soma indicada, de todos os termos de uma sequência infinita {an}, 
tal como 


Gi 5 Боаз bos da, 


é chamada de série infinita, ou simplesmente de série. Usando o símbolo de 
somatório introduzido na Seção | do Cap. 6, podemos escrever mais compac- 


E m 
tamente como У a,. (А notação > ак seria talvez preferível, mas a maioria 


k=1 kel 
dos livros abandona o sinal de + nesse caso.) Os números 4, de, аз е assim 
por diante são chamados de rermosda série, e ;,é chamado n-ésimo termoou 
termo geral da série. 

Embora não possamos literalmente somar um número infinito de termos, 
algumas vezes é vantajoso atribuir um valor numérico para uma série infinita 
através de uma definição especial e se referir a esse valor como sendo a 
““soma” da série. Isso é completado pelo uso das “somas parciais” da série. 


A soma s, dos primeiros n termos de uma série У a, é chamada de 
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п-ёзїта soma parcial da série; assim, 


Баз +а,+=+а„= У а, 


A seqüéncia {s,} é tratada como asegüencia das somas parciais da série. 
Observe que, para cada inteiro positivo n, 


Sea = 8g eaa (Por que?) 


Por exemplo, os primeiros termos da série infinita 


be екы A 
2 4 8 16 qe 
sáo os seguintes: 
Primeira soma parcial = s, = 1. 
1 
Segunda soma parcial = s, = 1 + = 1,5. 
; = id 
Terceira soma parcial = 53 — 1+5 + Fm 175 
e eem e edes 
Quarta soma parcial = są = 1 + 2 + 4 + ze ,875. 
i aria] =s¿=1 ЕЕ 1 1,9375. 
Quinta soma parcial =55= tara a wE 59375. 


Podemos continuar nesse caminho tanto quanto desejamos. Neste caso, 
encontraremos que a segiiência s, das somas parciais 


L Lx LIS LETS, OBM, co 


parece se aproximar de 2 como um limite: por exemplo. a 25.? soma parcial é 
Mop 1 1 
аз = уке = 999998. 
525 Ig toot ША [aaa 1,99999 
Aqui nào é difícil verificar que a seqüéncia das somas parciais realmente 
converge para o limite 2 (veja Seção 2.1); daí, parece natural definir a "soma" 
da série como sendo 2 e escrever 


1.1 1 


2= x a ns = E 
еа ada 


De um modo geral, utilizamos a seguinte definição: 


DEFINIÇÃO 1 Convergência de uma série infinita 


Sea segiiência {sn} das somas parciais da série infinita У 4, converge 
Ei 
para um limite $ = lim sy. dizemos que a série infinita. Y, а, converge e sua 
тэ+» 
ba 
soma é S. 


Se a série infinita У converge e sua soma é 5, escrevemos 
ia 
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Portanto, temos 


n 
lim s,— lim — = lim += 
su aten EL кама Lo Ud) 
a 1 


daí a série converge e E kk +1) p 


Y kk — 1) 


k=1 


SOLUÇÃO 
Aqui, 


У кк = 1) =0+2+6+ 12+ 20+. 


кта 


As primeiras cinco somas parciais são portanto dadas por 


+2 =2 
+6 =8 
$=53+0=8 +12=20 
55 = S4 + as = 20 + 20 = 40. 


Utilizando as fórmulas para soma de inteiros sucessivos е рага quadra- 
dos perfeitos sucessivos da Seção 1 do Cap. 6, encontramos que 


s= Y kk—=1)= Y (2 -k)= у Ek 
k=1 = 


K=1 


= 
0] 


Е 
п(п + 1)(0и + 1) m(nc1) na? – 1) 


6 2 3 


Portanto, temos 


2 
n HUP I 
lim 5, = lim pep csl) +08. 
neto пэ +00 3 


Assim, a sequência de somas parciais — daí também a série dada — diverge. 


É 1 
A série p — —— do Exemplo 1, quando reescrita na forma 
xc Kk + 1) 


m {1 I 

n — , é chamada descric de encaixe por causa do cancela- 

gs MM k+l 

mento que ocorre no cálculo de suas somas parciais. De um modo geral, se 

(bu) é uma seqüéncia, então uma série da forma У (^; — ^,.,) é chamada 
k=1 

de serie de encaixe. A n-ésima soma parcial é dada por 


s X baca) (ba — ba) + (ba mbi) Pr Һа) 


Ba = Bud hala Yee т 
= Basie 


620 CÁLCULO 


Portanto, se lim b,.., existe, digamos lim 2,4; = L, então temos 


ac nora 


У (=) = lim з, = lim (by —b,.1)=b,—Lo 


à=1 nto n= + 


c 3 
EXEMPLO Mostre que a série N DEEE) converge e encontre sua soma. 
E 3 =D 


SOLUCAO 

Por frações parciais, 

3 E 3 con IA: E сс 
9k? -3k-2 (3К—1)(3К+2) 3k—1 3k+2 3k-1 3(Kk-1)-1 


dai, 


Am -— И 
ree AAF T) 


©з 
E 
| 
ws 
= 
Bu 
| 
Ш 
je 
| 


y 
No estudo de séries infinitas, algumas vezes é vantajoso construir uma 
série 5 а, através de uma sequência pré-designada (s,) de somas parciais. Em 
=1 
шн a isso, a equação 


An = Sn — 50-1, 


que deve ser verificada para todo valor inteiro de n maior que 1, junto com o 


fato que а, = s,. nos leva à desejada série. 
? — RE ТЕ T 
EXEMPLO Encontre a série infinita cuja Sequência de somas parciais é л +1 peste 
en 
mine se esta série converge e, se convergir, encontre sua soma. 
SOLUÇÃO 
Aqui temos 
MT 3n "m J-i Mes 
" 2+1 mi amyl eT 
isto é, 
a NE 3n m-a (Qn-1)8n-(n-3)Qn-1) 3 
Эс TT ORC (2n + 1)2n — 1) 4? — 1 


que se verifica рага n > 1. Aqui, 


o qual é o mesmo valor de 


dada por 


3 s i 
quo п = 1. Assim, a série desejada é 
W — 
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3(1) 


0+1 


GQ == 
Já que a n-ésima soma parcial da série s,, segue-se que 


= lms,= lim 
ace noe 


mL 


2.1 Séries geométricas 
Por definição, uma série geométrica é uma série da forma 


=a+ar+ a? + а + ar" + 


onde cada termo após o primeiro é obtido pela multiplicação de seu predeces- 
sor imediato por uma constante multiplicativa г. Já que г é a razão entre 
qualquer termo (depois do primeiro) e seu predecessor imediato, nos referi- 
remos à série como série geométrica de г 

Observe que uma serie geometrica fica completamente especificada 
através de seu primeiro termo a e sua razão ғ. Por exemplo, a série geomé- 
trica de termo inicial a = 1 e razão г = 


{н+к le 
24 8 16 


Uma razão negativa r produz uma alternância de sinais algébricos: por 
exemplo, a série geométrica 


СГКО E ГЕ BL E 
3 9'8 nm 5D 


tem primeiro termo a = ?/з e razao r = —Ya, 
Através de um hábil artifício, é possível obter uma fórmula simples para 


an-ésima soma parcial s, de uma série geométrica 2, ar”, De fato, come- 
к=1 
cando com 


(i) з =4 ar ar + + ат 


e multiplicando por r, obtemos 


(ii) sy = шг + ar? + ar ++ ar". 
Subtraindo a equação (ii) da equação (i). temos 
Sa —s5sr-a—a" ou s(1—r)-— all г"). 


Portanto, 


ZEE а зе гӯ 1 
= 


Pela Propriedade 7 da Seção 1, se || < 1, então lim r" = 0; daí, 


lim s,— lima 


й+о nota 


Por outro lado, se |5 > 1, então a sequência {r"} diverge, e segue-se que a 
segiiência (s,) também diverge. No caso restante em que |r| = 1, ou seja, г = 1 
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ТЕОВЕМА 1 


EXEMPLOS 1 


CÁLCULO 


ou r = — 1, é fácil ver que a seqüéncia das somas parciaisdiverge (a menos que 
а = s). Assim, nós temos o seguinte teorema. 


Séries geométricas 


A série geométrica 4^ '!comtermo inicial a.a + Oe razãor converge 


se e somente se |r| < 1, Se |r| < 1, então 


Determine se a série geométrica dada converge ou diverge e, se convergir, 
ache sua soma. 


L 31 


k 
SOLUÇÃO 


> 3 E к-1 

Já quel, acr - p 25) ‚а série é de fato geométrica com razão r = Ya 
e termo inicial a = 2. Como | 
por 


1/5 < 1, a série converge e sua soma é dada 


135 2 am 8 16 
$ 9'27 Bl 
SOLUÇÃO 
Aqui a = — 1 e a razão г = —?/s. (Por exemplo, a razão do quarto pelo terceiro 
termo é (8/27) + (—4/5) = —2/a.) Já que |r| = ?/a < 1, a série é convergente e 
las 2 4 4 8 16 " 3 
3 9 27 El s 


SoLução 
A série é geométrica com termo inicial a = */2 e razão г = 3/2. Já que 
1, a série é divergente. 


2.2 Aplicações das séries geométricas 
Séries geométricas aparecem naturalmente em muitos ramos da mate- 
mática, como os exemplos ilustram: 


A probabilidade de fazer o ponto "8" no jogo de dados — ou seja, а 
probabilidade de conseguir um 8 duas jogadas antes de conseguir um 7 — é 
dada por 


58 + (ӘЗ? + 


Encontre essa probabilidade. 
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SOLUÇÃO 
A série exposta é geométrica com termo inicial a = %/s6e razáor = 25/36. Essa 
soma é consequentemente dada por 


Portanto, a probabilidade de fazer o ponto “8° é 5/1. 
2 Uma bomba de ar comum está evacuando um recipiente de volume V. O 


cilindro da bomba, com o pistão em cima, tem volume v e a massa total de ar 
no recipiente no princípio é M. Na n-ésima bombeada, a massa de ar remo- 


vida do recipiente é 
Mv | p yx 
V+vlV+vb А 


Supondo que a bomba opere *'para sempre”, qual é a massa total de аг 
removida do recipiente? 


SoLUÇÃo Nt 
A massa total é dada pela soma da série infinita 


Mv " Mv V | Mv ( V | Mv ( V a 
+: VoVo] Vo Wr ATIVE: 
же Mv Р E 4 
com termo inicial а = ———— erazão г=————. Sua soma é 
V +v Y +e 
Mv 
V +v 
o M +1 =М. 
a 
V+o 


Assim, todo ar é removido se a bomba operar "para sempre”. (E claro, 
nenhuma bomba é perfeita — furos na válvula, escapamento dear em voltado 
pistão, e assim por diante — assim sua resposta é de apenas interesse 
teórico.) 


3 Expresse a dízima periódica 1,2676767 . . . como razão de números inteiros. 


SoLucáo 


1,267676767... = 1,2 + 0,067 + 0,00067 + 0,0000067 + = 


Bo 7, 67 67 +) 
10 (1000 ' 100.000 10000000 


A série geométrica entre parênteses tem termo inicial a = 97/1.000 e razão 
г = 1100; daí converge, e sua soma é dada por 


Portanto, 


1,267676767... = 42 + £5 = 251, 
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Conjunto de Problemas 2 


Nos problemas 1 a 6, calcule os primeiros cinco termos de cada série, e então 
calcule os cinco primeiros termos da sequência (s, de suas somas parciais. Encontre 
uma fórmula “simples” para n-ésima soma parcial s, em função de n, determine se a 


série converge ou diverge e, se convergir, encontre sua soma 5 = lim sw 
y 1 2 y In [1 2 3 у klk + 1 
1 н п | — 3 (К+ 
к=з (2k — 1)Qk + 1) fai 2k + 5) LH ) 
d " E +1 
HT ue oq ca 
à amos xe E Тр 


Nos problemas 7 a 12, encontre a série infinita com a sequência de somas parciais 
dada, determine se a série converge ou diverge e, se convergir, encontre sua soma. 


iy RÀ m 
7 m= p 8 iSi = | 


10 is) = iri 


i- 12 


Nos problemas 13 a 21, encontre o termo inicial a e a razão r de cada série 
geométrica, determine se a série converge e, se convergir, encontre sua soma. 


o 2 
16 pct 


$ 38-1 
19 Y qeu 20 0,9 + 0,09 + 0,009 + 0,0009 + --- 
k=1 
21 Xs 
k=1 
22 Азёе1-1+1—1+1—1+... + (1) + é geométrica com razão r = 
—1; daí, diverge. Assim, осайїсшо1—1+1—1+1—1+... +(—1)1+.. =(1 
=D+0-D+(1-D+...=0+0+0+ ... =0Odeveestar errado. O que há de 


errado nesse cálculo? 
Nos problemas 23 a 26, expresse cada dízima periódica como razão de números 
inteiros pelo uso de séries geométricas apropriadas. 


23 0,33333... 24 1,11111... 25 4,717171. 


27 E verdade que lim Y a, — Y a? Explique 
1 


nte k=l 


1 


28 Encontre lim [1+ 


+ 


К 
Fat 


29 No jogo de dados, a probabilidade de que o lançador vença (isto é, consiga 7 ou 11 
na primeira jogada ou consiga um número diferente de 2, 3 ou 12, então, numa 
jogada sucessiva, consiga esse número antes conseguindo um 7) é dada pela dízima 
periódica 0,4929292929 Expresse essa probabilidade como a razão de dois 
números inteiros. 

30 Umrecipiente contém originalmente 10 gramas de sal dissolvidos em 1000 centíme- 
tros cúbicos de água. O seguinte procedimento é feito repetidamente: 250 centíme- 
tros cúbicos de água salgada são derramados, substituídos por 250 centímetros 
cúbicos de água pura, е a solução é inteiramente agitada. 

(a) Depois de se repetir esse procedimento n vezes, quantos gramas de sal foram 
removidos do recipiente? 


26 15,712712712.. 
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НЫ Se esse procedimento for repetido “infinitamente”, quanto de sal permanecerá 
no recipiente? 

ЖБ Uma bola de borracha atinge 60 por cento da altura a que foi largada, após quicar no 
chão. Se ela for larga de uma altura de 2 metros, que distância percorrerá ela até 
parar? 

BE Maria começa a caminhar em direção a uma parede de tijolos d metros h frente com 
uma velocidade constante de v metros por segundo. No mesmo instante, uma 
mosca sai da testa de Maria voando em direção à parede de tijolos com uma 
velocidade constante de V metros por segundo, onde V > р. Assim que chega à 
parede de tijolos, a mosca imediatamente faz a volta c voa de volta para a testa de 
Maria e até a parede, desse modo até Maria finalmente alcançar a parede. 
fal Mostre que, na n-ésima viagem da testa de Maria para a parede, ida e volta, a 


mosca percorre a distância de 244 
V+d 
2 V=uy 
ХЫ) Mostre que а mosca gasta | 
Vau 
gem. 
te) Através da parte (a), a distância total voada pela mosca é dada por 
y avd TY pe | 
raza үч PW. metros. Encontre essa distância através da soma da 
т=з! + 
série. 


1d) Usando a parte (b), monte e some uma série para o tempo total gasto por Maria 
para alcançar a parede. 
fe) Determine a distância total voada pela mosca sem usar soma de séries infinitas. 


33 Seja 5 ак uma série infinita dada e seja {s„} sua sequência de somas parciais. 
ci 
Define-se a seqüéncia {b,} por 


para cada inteiro n= 1. Mostre que a série У, 4, é termo a termo exatamente a 
ia 


mesma que a série de encaixe $^ (bx = bar). Assim concluímos que uma série 


E 
infinita pode ser reescrita como uma série de encaixe 
34 Mostre que 
X (be— bera) = (by + В») — (bni + Basa 
ren 


(Sugestão: by — bias = (by — bea) + {Бк — Pris) 
35 Usando o problema 3, mostre que se (5,) é uma seqüéncia convergente com lim P, 


п +30 


= ру + Ве 21. 


=L, entãoa série De (by — Бе) é convergente ex be — b, 
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3 Propriedades de Séries 


Infinitas 


Na Seção 2 nós nos capacitamos a encontrar a soma de certas séries 
infinitas através de fórmulas “agradáveis” para suas somas parciais. Por 
exemplo, a n-ésima soma parcial da série de encaixe Y (br = by) É simples- 

per E [22A S ES 
mente b, — b,,,, enquanto an-ésima soma parcial da série geométrica) art £ 
LES 


7 fi Т -— "e E 
é somente а 1 . Infelizmente, náo é sempre fácil encontrar fórmulas 
c 
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EXEMPLO 


TEOREMA 2 


EXEMPLOS 
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“limpas” paran-ésima soma parcial; daí, é importante desenvolver métodos 
alternativos para determinar se uma dada seqüéncia converge ou diverge e 
para analisar se sua soma realmente converge. Alguns desses métodos são 
consequências das propriedades gerais das séries infinitas que desenvolve- 
mos nessa seção. 

O teorema seguinte dá uma importante propriedade de uma série con- 
vergente. 


Condição necessária de convergência 


Se uma série infinita У, ак converge. então lim а, = 0. 


PROVA 


Seja [sx] a sequência das somas parciais da série Y) ay. Se Xa. converge, 
k=1 k=1 


então, por definição, a segiiência {Sp} converge e lim 5а = 5 – > ap. 
notes 


fci 
Quando n— + æ, então também n = 1—> + о, assim lim sq = S. Observe 
тә+= 


que d, = Sn Sni) daí, 
lim а, = lim (s;— lim 5,-1=5— 5 =0. 
a uc ax 
x 2* on 
Sabendo-se que É py converge, encontre lim —. 
kei mex 
SoLUÇÃO 
= әк эп 
Pelo Teorema 1, como 25 A converge, lim — = 0. 
kc, К! me 


О Teorema 1 pode ser usado para mostrar que certas séries divergem. 
De fato, uma consequência imediata do Teorema 1 é que, se não ocor- 


rer lim a4 = 0, então Уу ак não pode convergir. Nós registraremos esse 
note É 
fato para uso futuro. 


Condição suficiente para divergência 
Se lim а, não existe, ou se lim а, existe mas é diferente de zero, en- 
= m 


tão a série У ак é divergente. 
к 


Use o Teorema 2 para mostrar que а série dada diverge. 


“л Е 


SoLUÇÃO 


E n +1 > 1 - < 
Jáque lim ——= lim (1 + | = 1 #0, segue-se que X 
n k=1 


no+ P n 


diverge, pelo Teorema 2. 


DA Ur 


k= 


SOLUÇÃO 


E 
Aqui, lim (—1)" nào existe. Pelo Teorema 2, Y (— 1* diverge. 
poto as 


EXEMPLO 


TEOREMA 3 
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(Cuidado: Não interprete erradamente o Teorema 1. Ele diz que o termo 
geral de uma série convergente tem limite zero, mas isso não implica a 
situação inversa. Existem muitas séries divergentes cujo termo geral tem 
limite zero.) 


= 
Considere a série У In 
kel 


D e observe que 


lim ln — in (dm 17) =ni=0 
E 


sos F ата ЛЕ | 


c k 
Entào, podemos concluir que a série к In 
кет k+l 


converge? 


SOLUÇÃO 
Não! Somente porque o termo geral tem limite zero não há garantias de que a 
= 


k 
pode ser reescrito como In 
k+1 p [ 


к= In (к + 1)) e a última série de encaixe diverge, já que lim la (n+ 


noo 


E: 
série irá convergir. Defato, Y In 
k=1 


1)= +. 
Muitas propriedades de séries infinitas sáo análogas ás propriedades 
correspondentes de sequências. Por exemplo, temos o seguinte teorema: 


Propriedades lineares das séries 


G) Se Bare P4 by são séries convergentes, então У) (ay + by) e Y (ar ~ 
ie 1 [= FE 
by) são também convergentes e 


X (а +b1) = 
к=1 


У а + Т by 
k=1 


k=1 


enquanto 


ll 


© © 
Ea- È be 
k=1 k=1 


(ii) Se Y a, € uma série convergente e c uma constante, então У) ca; é tam- 
Ei 


convergente e Y cay = e Y ar. Se У, cay é uma série divergente e c é 
ia [m im 


constante não-nula, então Y) ca, é também divergente. 
k=1 
PROVA 
Provemos a parte (i) e deixemos a parte (ii) como exercício (problema 37). 


Assim, sejam s, T aket, = € by as n-ésimas somas parciais das duas sé- 
[21 к= 
ries dadas. Então, 


n „ п 
5 += ac Ур = Y (+) 
+= к=1 


k=1 


é a n-ésima soma parcial da série € (аһ + by). Já que 
és 


lim (s, +1,)= lim s, + lim t, — Y ap Y bo 
=1 


nc п +90 nou K=1 


628 


EXEMPLO 


TEOREMA 4 


EXEMPLOS 


CÁLCULO 


У, (ax + by) converge e sua soma é dada por У (bx + by) = Y а, + Уу by. 
1 


kei к= kei 


Por um argumento similar (problema 35), Y) (ax — br) = У ак — Y, bx. 
ia ki ki 


zi S 1 
Encontre a soma da série È ma tao) 
к=з 12 E 


SoLucáo 
ONES 
Observe se E a 


т é uma série geométrica com termo inicial a = 5 e 


razão r = Ya; daí converge e 


k=1 


= 9 
Segue-se da parte (1) do Teorema 3 que У Es 


| converge е 
k=1 


= 1 
EA = fus =10+5= 5. 


О próximo teorema é uma conseqüéncia imediata da parte (i) do Teo- 
rema 3. 


Divergência de uma série de somas 


Se a série У a, converge e a série V Вк diverge, então a série Y (ay + 
£u кт ki 
by) diverge. 
PROVA 


Suponhamos o contrário; ou seja, suponhamos que Y (bx + by) converge. Já 
= 


que Y a, converge, У) (а + by) — а) = У, br também converge, pela 
1 ii ia 


parte (i) do Teorema 3, contradizendo a hipótese de que Y by diverge. Daí 
La 


a suposição de que Y (ay + by) converge é falsa: ou seja, У, (ay + by) diver- 


[1 = 
ge. 
Determine se a série 5 (in Ё : | converge ou diverge 
к=1 k41 3 ` 
SoLucáo 
E k E 
A série У In diverge. (Por qué?) Contudo, a série — é uma 
oo d Lx 


TEOREMA 5 


SÉRIES INFINITAS 629 


série geométrica com termo inicial a = —1/з e razão r = 1/s: daí, converge. 
Portanto, pelo Teorema 4, a série 


diverge. 


Observe que mesmo sendo ambas as séries У аре рУ b, divergentes, а 
e É 


série Y) (ay + hy) pode ser convergente. Por exemplo, seja a, = n e b, 
к= 
para todo inteiro positivo n. 

Cálculos envolvendo séries infinitas são frequentemente simplificados 
através de várias manipulações envolvendo o índice do somatório. Por 
exemplo, não é necessário começar uma série com k = 1. Assim podemos 
escrever 


e assim por diante, Também, não existe uma razão particular de usar o 
símbolo k para o índice do somatório. De fato, € possível, e frequentemente 
desejável, mudar o índice do somatório numa série infinita da mesma forma 
$ 1 
com que mudamos variáveis numa integral. Por exemplo, na série x ETR 
ki 
seja j = k — 1, observando que j = 0 quando k = 1. Então obtemos 


LÊ 


1 
Br 
o2 


Como o teorema seguinte mostra, os primeiros termos de uma série 
infinita não têm efeito na convergência ou divergência da série — e somente о 
“final da cauda” da série que comanda a convergência ou divergência. 


Remoção dos primeiros M termos de uma série 


Se M é um inteiro positivo fixado, então a série Y) a, converge se e so- 


га 


mente se a série P3 ак converge. Além disso, se estas séries convergem, 
am 
entao 


PROVA 
Para n > M, temos 


k=M+1 
м я 
Já que Y az constante, segue-se que lim pa ак existe se e somente 
деа norte кы 


se lim 5 ак existe; isso é, X a; converge se e somente se > ay con- 
note pampa к=м+1 
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TEOREMA 6 
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verge. Supondo que esses limites realmente existam, e tomando o limite em 
ambos os lados da equação acima quando n — + =, obtemos 


M 5 
La Уат Y а 
k=1 1 k=M+1 


Vamos ilustrar o Teorema 5 usando a série geométrica Y art! com 
ка 


| < 1. Observe que 


icq at partt? ee 


Р 
Y, ar 


k=M+1 


é também uma série geométrica com termo inicial ar”, razão r, e soma igual 
ч 


ar” ES ES 
1 — p Tambén, 2 art! é a M-ésima soma parcial de 2, аг 
“ [= 


onseqüente- 


M 


M 
Us esp UE T " 
mente, p ar E ) Assim, a equação do Teorema 5 fica 


м 


Sato y aia bx gr 


k=1 ki k=M+1 


jg 
53) nú 
uma identidade algébrica óbvia. 
Pelo Teorema 2 da Seção 1.2, se a sequência (sn) das somas parciais da 
série E ак é monótona e limitada, então a sequência (s,) — daí também a 
1 
série y ак — é convergente. Em particular, temos o seguinte teorema: 
k=1 


ou 


Convergência de uma série de termos não-negativos cujas somas parciais são 
limitadas 


Seja Y а, uma série infinita cujos termos são todos não-negativos (is- 


k=1 
to ё, a > 0 para todo А). Se a sequência (sn) das n-ésimas somas parciais 


de x ay é limitada superiormente (isto é, s, = M para todo л, onde M é uma 
кл 
constante). então а série РУ ак é convergente. 
kt 
PROVA 
Já que sm = Sn + Gn, (por qué?) € dam = 0, então s,4; = s, se verifica para 
todo inteiro п > 1. Assim, s, é uma seqüéncia crescente que é limitada 


superiormente. Segue-se que s, é convergente; daí a série E ак é convergen- 


te. k=1 
w pa 
Use o teorema 6 para mostrar que a série X РТ: сопуегве. 
k=1 
SOLUÇÃO 


Claramente, cada termo da série dada é não-negativo, Pelo Teorema 6, a 


SÉRIES INFINITAS 


a 
série converge se a sequência {з„} das somas parciais S, = zu 
k 


= 


limitada. Observe que < 1, assim 


k 


Portanto, 


==} 
converge. 


logo {з„} é limitada superiormente por M = 1 e Y 


k=1 6" 2 
Conjunto de Problemas 3 
Nos problemas 1 a 8. mostre que cada série diverge mostrando que o termo geral 
são tem limite zero. 
Vi s 2 Ev (ar) үст 
ўт (ES 


Nos problemas 9 a 14, use as propriedades lineares das séries para calcular a soma 
de cada uma. 


E] EA] filme] 
II: 


T 1 OMS à 
15 Ofatode lim = — 0 garante a convergência da série У =? 


mere = 
od с 
16 Sabendo que У E converge para cada valor da constante c, calcule lim —. 
[n босан”, 
ET Sabendo quel —4+41—41+4—{+ 10 2, calcule a soma da série 


A Sa 13 


18 Faça a crítica do seguinte cálculo: seja У (b, — by + ,)uma série de encaixe con- 
rn 
vergente. Então 
Y (5 -bha)e УЫ Lhe 
xc к=1 к= 


= (+ Б) — (be by +) m hi? 
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= 1 
19 Mostre que a série — -hn 
p k(k + 1) k+1 


Nos problemas 20 а 23, reescreva cada série mudando o índice do somatório de £ 
paraj como indicado. 


diverge. 


» E 
2 Sasj=k-M+1 23 Yaij-keM-1 
k-M k=1 


24 Suponha que У (b, — br,1) é uma série de encaixe convergente. Pelo Teorema 5, 
& 


м 


É G hax 


Met 


Isto é 


x » 
b,— lim b, b; -bu + Y (bi — bui) ou Y (b, — bra) = bm+1 — lim b, 
к=М+1 


era Mes вю 
Verifique а última equação diretamente sem usar o Teorema 5. 


a 1 м | 1 
25 Us Tato d manto | di ————-1]-——— 
se o fato # rl e o fato eX iri) NT 

e 1 


encontrar a soma de E m 
O EFT 


para 


26 (a) Use o Teorema 5 para mostrar que se duas séries concordam, termo a termo, 
exceto possivelmente pelos primeiros M termos, então ou ambas convergem ou 
ambas divergem. 

(b) Mostre que mudar, atrasar ou somar um único termo não afeta a convergência 
ou diverpência de uma série 


27 Sabend e- У E 
lo que e — SS р 
к=з (К—1)! 


28 Se x а, é uma série convergente cujos termos são todos náo-negativos, mostre 
ha 
Л „ 


2 а, se verifica para todo inteiro positivo M.(Sugesiáo: Use o teo- 


o i 1 1 
, encontre a soma da série 1 + 3 + 3i + a + 


kei ket 
rema 3 da seção 1.) 

Nos problemas 29 a 34, todas as séries têm termos não-negativos. Em cada caso. 
estabeleça a convergência da série provando diretamente que a seqüéncia das somas 
parciais é limitada superiormente. 


E k 
29 IA 
à (x13 
x 4k 
81 à k+1 
33 es Sugestã Е ea ЖА, рага k >2 
E gestão: a Ed 
ZE [P g^ K-IK 


35 Complete a prova do Teorema 3 mostrando que se У a, e Y br são convergen- 
a dia 
tes, então também é У) (ay — by) e 
a 


а = 
(2-5) = Уа - b. 
[n SS 
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E) 


36 Prove que, se uma série de termos não-negativos converge, então sua seqüéncia de 
s deve ser limitada. 
37 Prove a parte (ii) do Teorema 3. 


somas parci; 


Fig. 1 


4 Séries de Termos 
Nao-Negativos 


No Teorema 6 da Segáo 3 nós mostramos que uma série de termos 
não-negativos converge se sua seqüéncia das somas parciais é limitada. 
Nessa seção apresentamos о peste da integrale os testes de comparação para 
convergência ou divergência de séries cujos termos são não-negativos, Co- 
meçamos com o teste da integral, que usa a convergência ou divergência de 
uma integral imprópria como um critério de convergência ou divergência da 
série. 


4.1 O teste da integral 
O teste da integral é baseado na comparação das somas parciais de uma 


série da forma Sto ecertas áreas embaixo do gráfico da função f. Geometri- 
fa 

camente, а idéia básica é muito simples e é ilustrada na Fig. 1. Na Fig. la, a 

área sob o gráfico de uma função contínua, decrescente, não-negativa entre x 

=lex=n+ 1émajorada pela soma f(1) +f(2) +13) + ...+f(n) das áreas 

dos retângulos sombreados, isto é, 


п+1 


|, fds < fü) + О) + £a) f(). 


De forma análoga, na Fig. 1b, a área sob o gráfico da mesma função f 
entre x = 1 e x = n é minorada pela soma f(2) + f3) + f(4) + ...+ fin) dos 
retângulos sombreados: isto é 


f) /@) + f) f0) Г) dx. 


dig, 


1 de HT 
f'G) dx «уу О) + + fin) 4 fy ras - +0), fix) dx 


— ja) 
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Somando /(1) a ambos os lados da última desigualdade, obtemos 


fO) 70) + + /(п) < f) NIS dx. 


Resumindo, temos o seguinte resultado: Se f е uma [unção continua, 
decrescente, não-negativa definida pelo menos no intervalo fechado [1,n + 1] 
onde п é um inteiro positivo, então 


„nti E 
| f(x)dx & DA f(2) - SO) ++ (п) s /(1)+ | f(x) dx. 
da s. 
(Veja os Problemas 41 e 42 para uma deducào analítica das desigualdades 
acima.) 
Essas desigualdades são usadas para provar o seguinte teorema: 
TEOREMA 1 O teste da integral 
Suponha que a função / é continua, decrescente, e não-negativa no 
intervalo [1,5). 


(i) Se a integral imprópria Í Лх) dx converge, então a série infini- 
‚ 


ta Y, ДК) converge. 
ii 


(ii) Se a integral imprópria | fix) dx diverge, então a série infini- 
ta Y fk) diverge. 
ta 
Prova 
G) Nós vimos que an-ésima soma parcial s, =f( 1) +12) + ...+f(n) dasérie 
E an a 
infinita Y ДЮ) satisfaz [ fix) dx = s, = 1) +f Дх) dx. Se 
“ 1 1 
|| Дх) dx converge, então s, =/{ 1) +f fix) dx =f) +] Fx) dx, e 
' 1 1 


assim (sa) tem uma cota superior М =f} 1) + | fix) dx e, conseqüente- 
1 


mente. E Jik) converge pelo Teorema 6 da Seção 3. 
kei 


= аы 
ш) Se Í Дх) dx diverge, então | f(x) dx cresce sem limite quando 
1 i 


E 
пэ =; daí, já que | Лх) dx = sy, então s, também cresce sem limite 
1 


quando n—>+ =; Segue-sequenessecaso (sn) diverge, e assim > Дх) 
к=з 
diverge. З 

No teste da integral, não há necessidade de iniciar a série infinita em 

= \ Por exemplo, para testar à convergencia ou divergência da sé- 


к=» 


rie 5 Jik) usaríamos a integral imprópria | fix) dx 


| EXEMPLOS Use o teste da integral para determinar se a série dada converge ou diverge. 


| b Eg 


| T +1 
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SoLução 


" T 
A função definida por f (х)=— Fi é contínua, decrescente e não-negati- 
x 
va no intervalo [1,x). Também, 
a% 1 ab d v 


X 
j dx= lim 5 = lim |(tn !x 
dy XI aa X Rl para \ ) 


= lim (tan! b — tan! Bez 
[E 91 


o 1 
Assim, a integral imprópria | == dx converge e, conseqüentemente, 
ИРИ. US AL 
a série Y 
+1 


сопуегре. 


= 1 
2 —— 
à k(in К) 


SOLUÇÃO 
il 
A função definida por f(x) = — — ya é continua, decrescente e nào-ne- 
fe) m ay 


gativa no intervalo [2,2). Pela mudança de variável u = In x, temos 


| u 1^ ди = 8034 + C = $n x^ + С; 


x(In 
assim 
são Rd 1 7 
Jim. | geo jim ыа. о 
ү" 1 
Assim, a integral imprópria |. mee diverge, e entáo a série 


| e ШЕИ 
2. kn к)" 


О teste da integral torna bem mais simples o estudo da convergência ou 
x 


diverge. 


divergência de uma série p, а qual é por definição uma série da forma p ke 
- 


" É) 
onde p é uma constante. Quando р = 1, a serie de p torna-se X 1 „ои 
uk 


1 4 å 
1+ 5 + : +-4+=+"", e é chamada de série harmônica. 


34 5 


TEOREMA 2 Convergência e divergência da série p 


E | 
Asériep, ), => converge sep» le diverge se p = 1. Em particular a 
k=1 
E 


serie harmónica X q diverge. 
kml 


PROVA 
1 x 
Sep<0,entao lim — = -Foc(por quê?), sendo assim X — diverge, pelo 
аза Й к К 


Dem ooo 
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Teorema? da Seção 3. Assim, podemos supor que p = 0. A funçãof definida 
por fx) = 1/x" é contínua, decrescente е não-negativa em [1,%) e 


pof 1 
a | sepzl 
| Sdx= 1=р 
1х? 
| Inb sep= 1. 
„> 1 
Assim, para р < 1, lim | — dx= +, sendo assim a integral 
pea t1 XP 
ре: al: a E de mL 
imprópria GA diverge e assim também a série De = Entretanto, para 
jq. X k=1 
Bd 
i pl 1 
lim | —dx- lim = 
boto "1 Х bees LP p-1 
зра 1 a 
sendo assim | — dx— daí também J, — — é convergente. 
uox ii RP 


EXEMPLO Teste a convergência ou divergência: 


x E 1 
a 0 b = 
( ) p i ( ) à. Jk 
SOLUÇÃO 


1 


(a) У ry é uma série p com p = 3 > 1; daí, converge. 
S 1 

(b) == 

E Jk 


A série harmônica 1 + 1/2 + Ya + Ya + ... Сита série particularmente 
intrigante, já que marca o limite entre as séries р convergentes e divergentes. 
Embora suas somas parciais s, = 1 + Ya + Va + ... + 1/n cresçam sem 
limite, quando n > + %. elas o fazem de modo lento. Para observar isso, 
considere a função f contínua, decrescente, náo-negativa definida por f(x) = 
1/x para x = 1. Para essa função a desigualdade 


= Y ss ume série p com p = Ys < 1; daí, diverge. 


п+1 ‚п 
лахо) /@) + fes f) | feadx 
“q "а 
(Fig. 1) torna-se 

in(a+1)<s,<1+In». 
Se colocarmos n = 1.000.000, obtemos 


13,81 < 51.000.000 < 1482, 


sendo assim, а soma do primeiro milhão de termos da série harmônica é 
menor que 15. 
s 1 


Não há nenhuma fórmula “agradável” para a soma da série p рУ Га 
k=1 


com p > 1. A função £ definida em (1,2) por &p) = Y — é chamada de 
ka 


DEFINIÇÃO 1 


TEOREMA 3 
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Junção zeta de Riemann e desempenha um importante papel na teoria analí- 


tica dos números. 


4.2 Testes de comparação 

O teste mais prático para convergência ou divergência de séries infinitas 
é baseado na idéia de comparar uma série dada com uma série que se sabe que 
converge ou diverge. Séries geométricas e séries p são especialmente úteis 
em tais testes de comparação. 

Começaremos com a seguinte definição: 


Dominação de séries 
Sejam Y a, e У by duas séries cujos termos são não-negativos. Dize- 
ka к 
mos que a série Y) by domina a série Y, ар se ак = by se verifica para todos 
kei 1 
valores inteiros positivos de А. 
De um modo geral se existir um inteiro positivo N tal que az = b, se 


verifica para todo inteiro k = №, dizemos que a série Y b, domina eventu- 


o k=1 


almente a série Y ap. 
E] 


Teste da comparação direta 
Sejam У a, e У by séries cujos termos são todos náo-negativos, e su- 
ka ka 


ponha que Y by domina У az (ou que У by domina eventualmente Y aj. 
#1 л E [x 
(i) Se Y b, converge, então Y а, converge. 
= a 


(ii) Se У az diverge, então Y by diverge. 
= [zi 


PROVA 


Provemos o teorema com a hipótese de que Y by domina У aj. Já que a 
k=1 ki 
convergência ou divergência de uma série infinita é controlada pelo seu "'fi- 


nal da cauda” as conclusões (i) e (ii) ainda se verificarão se У by dominar 
E 


eventualmente Y ак (problema 46). 
kt 


(i) Suponha que Y №, converge para a soma B. Então, para todo inteiro 
[2r 


Ma 


n 
positivo п. E by = Y b, = B (veja o problema 28 do Conjunto de Pro- 


к=1 
blemas 3). Já que ay = by se verifica para todo valor inteiro positivo 


Т 


E 


Д а 
k, Уа = Y b, = У b, = B, daí, a ѕедйёпсіа das somas parciais 
ba [m Ё 


Че У ay é limitada superiormente рог В. Segue-se do Teorema 6 da Ѕе- 
к=1 
ção 3 que Y a, é convergente. 
k=1 


(ii) Suponha que У az é divergente. Então, a soma parcial V a; cresce sem 
pz; 
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% п 
limite quando л > +% (veja problema 47). Já que У) ак = Y by, segue- 
k=1 pu 


se que a soma parcial Y) by cresce sem limite quando n > +9; daí, a sé- 
ta 


rie У, by não pode convergir. 


[zn 


EXEMPLOS Use o teste da comparação direta para determinar a convergência ou diver- 
géncia da série dada. 


1 
p TEN 


SOLUGAO 
Comparando o k-ésimo termo da série dada com o k-ésimo termo da série p 


já que 74° + 1 = 7I? = k para todo inteiro 


m ml Р - 
positivo k. Portanto, a série p convergente Y -— domina a série 
T 
У =s “forçando esta última série a convergir. 
ger ЖУ ed 
2 1 
2 >ы „> 
p senk + 5^ 
SOLUÇÃO 
Vamos mostrar que a série У ————— é dominada pela série geométrica 
а gu x 
ica senk + 5 
E 1 1 1 " 
convergente У, , mostrando que . A e ED verifica para 
К=з бе, senk + 5 5 


km. 
A desigualdade desejada é equivalente a 547 = sen k + 5*: isto é 


ls == SA 1] == +4, 
A última desigualdade € verdadeira já que 
=sent 1 «4 xs td, 


Daí, a série dada converge. 


3X 
k=1 


SoLUÇÃO 
э $1 1 , 
Vamos mostrar que a série dada domina a série X Ga qual diverge 
к=1^ Jk 
Ж! 
porque a série р — diverge. 
k=1 
А me i 1 = Р? 1 1 
ssim, desejamos provar que 3 * -S 115106, < ou 
2 vk k+2 4k k+2 


& + 2 = 4К рага К 2 1. 
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1 
Jáque k + 2 = 4k é equivalente a 2/з = К, segue-se pu 


que se verifica para k = 1, еа série dada diverge. 


SOLUÇÃO 


" 
i 
Porque 0 < In k < k para k = 2, temos 1/k < 1/In k, assim a série X, Tu 

k=2 


ET z 
dominaa série Y $ Já que asérie harmónica NY n diverge, também o faz a 
k=? =p E 


E 
série Y —, pelo Teorema 5 da Secào 3. Segue-se que a serie dada diverge. 

s=2 

A escolha de uma série apropriada para comparar com uma série dada 
nem sempre é óbvia e pode exigir algumas tentativas e erros: entretanto, uma 
série geométrica ou uma múltipla constante de uma série p cuja forma é 
semelhante à série dada [reqüentemente funciona. 

O teste seguinte é essencialmente outra versão do teste da comparação 
direta, mas é algumas vezes mais simples de se usar. 


TEOREMA 4 Teste de comparação no limite 


Seja Ў; ay uma série de termos náo-negativos е suponha que Pa b, € uma 
= к 


m — 8 А 
série de termos positivos tal que lim E с, onde c > 0. Então, ou ambas 
neu Pn 


as séries convergem ou ambas divergem. 
PROVA 

А Е" " bs > 
Jáque lim =" = c, segue-se que, dado qualquer número positivo e, existe 


noto Un 


um inteiro positivo N tal que 


а, 2g 
5 — c| < = se verifica sempre que n > N. 
n 
" an ha 
A condicáo Б. — c | < e pode ser reescrita como —6 < E — c<8ou 
т 1 
а, € C n, u 
como€ —& «^ «C- e. Pondoe = q Vemos que; < T. < a se verifica 
n 2 2 bh + 
e 36 


para todo inteiro n = N. Portanto, sen = N, segue-se que 5 


йб a = 
daí, а série Y as domina eventualmente a série E A by, enquanto a série 
E feu 


2 3c z а 
Y 5 b.domina eventualmente a série Y ак. Conseqüentemente, se a serie 
к=1 2 "E 


by converge (parte (ii) do Teorema 3 na 


Na converge, entáo a série Ro 
к=1 Hu 


Seção 3), bem como a série), ак pelo teste da comparação direta. Por outro 


E k=1 


lado, se a série X hy diverge, então a série 
k=1 


zo 
E 5 by diverge (parte (ii) do 
к=1^ 


EXEMPLOS 


TEOREMA 5 
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x 

Teorema 3 na Seção 3 novamente), e assim азёпе У ay diverge, pelo teste da 
K-1 

comparação direta. 


Use о teste da comparação no limite para determinar se a série dada converge 
ou diverge. 


e 1 


p 


к=1 I 1 


SoLUÇÃO 
S 

Usemos a série p divergente Y, E n para o teste da comparação no 
k=1 


limite. Seja a, o n-ésimo termo da série dada e sejab, on-ésimo termo da série 


S 1 
2, 4 e 


- Então, 


dm o fi 1/Уп? +1 " Ут? " + n? 
am m = шп = m 4 
sata eem CADO mobo FI nsu V +1 


= li 
a УЛА 


Segue-se do teste da comparação no limite que a série dada diverge. 


S Tk +3 
ie (5 + 1) 08% 
SoLução 
eI 
Usemos a série geométrica convergente T ak Para o teste da comparação 
k=1 


no limite. Assim, se a, é on-ésimo termo da série dada e b, é ол-ёѕіто termo 


T 
da série X 3e então 
1 


| 

mm А mty o m+3 . 7+(3n) 7 
lim *= lim = lim = lim 

noto Ра norem 1/3" во ЗИ gata + (ЦИ) S 


е assim a série dada converge pelo Teorema 4. 

O teorema seguinte pode ser facilmente provado através de uma pe- 
quena modificação na prova do Teorema 4. Essa prova é deixada como 
exercício (problema 48). 


Teste adaptado da comparação no limite 
x æ 
Seja} а „uma série de termos nào-negativos e suponha que) b, seja uma 
k=1 k=1 
série de termos positivos. 
= 


e ca MEN A 
G) Se lim =" = бе УЬ, converge, então) ay converge 
n+ + Dn [zn [n 


x x 
E а, А 
(ii) Se lim = +00 e bu diverge, então ) a diverge. 
k=1 k=1 


na +а Un 
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EXEMPLOS Determine se a série dada converge ou diverge usando o teste adaptado da 
comparação no limite. 


SOLUÇÃO 
£ 
Usemos a série p convergente X P para o teste adaptado da comparação no 


а, " In n)/ n* ы Inn " In x 
lm “= lim на) = | = lim 
moto dy nato Ш IS 
ar DE ans di 
= lim —= lim – = 0, 
xcu xe X 


onde usamos o Teorema | da Seção 1.1 e a regra de L' Hópital para calcular o 
limite. Pela parte (i) do Teorema 5, a série dada converge. 


SOLUÇÃO 
Usemos a série harmônica divergente b» j Pane teste adaptado da razào 
k=1 
no limite. Sea, é on-ésimo termo da série dada e b, e on-ésimo termo da série 
E 
Y — então 
k 


lim 


а, А n 
assola noso — lh пә+= 4/28 + 1 


1 
= dim Vids rim m Мүк" rn 


Pela parte (ii) do Teorema 5, a série dada diverge. 


Conjunto de Problemas 4 


Nos problemas 1 a 16, use o teste da integral para determinar se cada série 
converge ou diverge. 
1 É 1 а ЗА 


LY б ls Rm m "E t 
E X 2+4 p Ij +16 D ER 


5 S k 
6 Xe чс 
3 E 


2 к=2 


1 


10 У, сой ш 
Y, coth n L raku (In k) 


n=1 
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2 tan Um mop ш e 
13 а 14 = 15 У mm 16 === 
E m P 2 Ok + GR + 1) 2r T r2 


Nos problemas 17 a 30, use o teste da comparação direta ou com uma série p ou 
com uma série geométrica para determinar se cada série converge ou diverge. 


E a "m E 5 
17 от 19 Y 20 
LETRA AS = (n 1)3" 
s g è j 
23 24 Y, 
01 kl к= 4k +6 
E E Ipe! 
npo 2 
Si 5 È e 


Nos problemas 31 a 40, use o teste da comparação no limite com uma série p ou 
com uma série geométrica para determinar se Cada série converge ou diverge. 


41 Suponha que f é uma função contínua e decrescente no intervalo [k — LK]. 
(a) Use o teorema do valor médio para integrais (Teorema 9 da Seção 3 do Cap. 6) 
para mostrar que existe um número c com k — 1 = с = k tal que 


леђа = fe) 


ет 
(b) Explique por que f(k) < f(c) € f(k- 1). 
n 
(с) Conclua que f(k) < | — f(x) dx < f(k — 1). 
tes 


42 Suponha que a função f é uma função contínua e decrescente no intervalo [1,2 + 1] 
onde л é um inteiro positivo 
(a) Use a parte (с) do problema 41 para mostrar que У, f(k) < | S(x) ds. 
k=2 1 
(b) Use а parte (c) do problema 41 para mostrar que | /(х) 4х < Y /(К—1). 
А 


(с) Conclua que [^ Fide x X лю < 70) + lso) dx. 
" ket "d 


1 


43 Suponha que a função f é contínua, decrescente e não-negativa no interva- 
lo [l,%) e que a integral imprópria f fix) dx converge. Pelo teste da integral 
1 


2 ДЮ) converge. Usando a parte (с) do problema 42, mostre que 


[р f(x)dx < È f(s fa) [лодак 
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EE Use о resultado do problema 43 para provar que 


45 Dé um exemplo para mostrar que a série У) a, com termos positivos pode ser 


к= 


convergente е а série У) Va; ser divergente. 


= 


56 Mostre que as conclusões do teste da comparação direta (Teorema 3 da Seção 4.2) 


ainda se verificam se Y b, dominar eventualmente У ay. 


к=! 


=! 


47 Suponha que a série У) az diverge e que seus termos são náo-negativos. Prove 
1 


que a soma parcial s, = Y, a; cresce sem limite quando n — +2, 


a 


48 Prove o teste adaptado da comparação no limite (Teorema 5). 
49 Suponha que f é uma função contínua, decrescente, não-negativa no intervalo 
[m,M] onde m e M são inteiros positivos e m < M. Prove que 


гем) + | Ло) ах < 


M „м 
Y ЛК) (т) + | f(x)dx. 
k=m "m 


5 Séries Cujos Termos Trocam 


TEOREMA 1 


de Sinal 


Os testes desenvolvidos na Seção 4 nos permitem manejar séries cujos 
termos não mudam de sinal. (Se todos os termos são não-positivos, nós 
apenas multiplicamos por — 1 para converter para uma série cujos termos são 
todos não-negativos). Nessa seção consideraremos séries cujos termos 
mudam de sinal. A mais simples dessas séries é uma série alternada cujos 
termos trocam de sinal, por exemplo a série 


Ў (н 


к=1 


Lm m РЗА — Am 
a wget + (-1) Р 


а qual é chamada de série harmônica alternada. Observe que uma série 
geométrica com razão negativa r, tal como 


+ 


é uma série alternada. 

O teorema seguinte, que exibe uma importante característica de uma 
série alternada cujos termos decresçam em valor absoluto, será usado para 
provar um teste para convergência de tais séries. 


Série alternada cujos termos decrescem em valor absoluto 
Seja {а,} uma sequência de termos positivos. Então a soma parcial s, da 
série alternada 


а = 4 dg = а boc + (Ia + 
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satisfaz às seguintes condições: 


(i) 0<3 <: <56 <<" 
(ü) 51255 255287282". 


(ii) Se л éum inteiro positivo par, então 5,4, — Sn = Anti- 
(iv) Se n é um inteiro positivo par, então 0 = s, = Spy = 81. 


PROVA 

(i) Senéuminteiro positivo par, então podemos formar a soma parcial s, = 
a-a+a — аа +... + Au — a, € grupar os termos em pares para 
obter 


з, = (a — az) + (ау а) ++ (i7 а). 


Já quea, > ds = аз = a; = . . ., Segue-se que cada quantidade dentro dos 
parênteses é não-negativa. O próximo inteiro par depois den ёи +2, е 
temos $449 = Sn + (nyi — +) = Sn- Segue-se que 


0< s3 S s4 < 56 SS < ©. 
(ii) Analogamente se т é inteiro positivo ímpar, podemos escrever 
Sm = 41 — da + da — da b 1 m-a + Om 
= а — (a, — аз) - (a4 — as) == (0-1 — в), 


onde, novamente, cada quantidade entre parênteses é não-negativa. O 
próximo inteiro ímpar depois de m é m + 2, e temos 


Sm+2 = Sm — Umi + mel (Qu + 1 — Qm+2) S Smi 


Dai, 
8,284 255 2 57 > 59 >з 


(iii) Se n é par, então n + 1 é ímpar € sy = s, + ал+. Portanto, 
Spei — 58 = Gra 


(iv) Novamente, sen é par, então por (iii). $544 — Sn = ап > 0; daí, Sp = Sata. 


Por (i), 0 x sy, e por (ii) 5,4, < S1, assim 


[E 


No Teorema 1, se (ay) é uma seqüéncia estritamente decrescente, temos 
ау > d» > dg 7..., então todas as desigualdades aparecendo na prova e nas 
conclusóes podem ser estritas. 

O Teorema seguinte, descoberto por Leibniz, nos fornece um teste útil 


para convergência de séries alternadas. 


TEOREMA 2 Teste de Leibniz para séries alternadas МА 3 
Se {un} é uma sequencia decrescente de termos positivos com lim a, = 


nem 


0. então a série alternada 


а—а,+а,— а + + (71 +" 


é convergente. Além disso, se 5 é sua soma e ses, é suan-ésima soma parcial, 
entáo 


0<(—1/($ — s) S anti- 


PROVA 
Colocando п = 2j na parte (iv) do Teorema 1, vemos que 0 = 52; 5з < 518€ 


EXEMPLO 
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verifica para todo inteiro positivo). Através das partes (i) e (ii) do Teorema js 
{з} é uma sequência crescente limitada superiormente por sı enquanto (sa) 
é uma sequência decrescente limitada inferiormente por 0. Pelo Теогета 2 da 
Seção 12, segue-se que ambas as segiências {sz} € {5ш} convergem. Pela 
parte (iii) do Teorema l, вза — Soj = азна: dai 


0 


lim азар = lim (S2j41 —42)= Шайыр lim $55. 
to је + jm jet 


e segue-se que lim sa = lim say. Já que os termos nã seqüéncia {5n} cujos 
jota jar 


índices sáo pares e também os termos da sequência cujos índices são impares 
convergem para o mesmo limite, digamos S, é fácil ver (problema 43) que a 


seqüéncia toda (sn) converge рага 5. Portanto, EF 1)**1 q, converge, e sua 
ia 

soma é 5. 

Para provar a segunda parte do teorema, observe que a sequências» S4 
Se Ss, - - É crescente e converge рага 5; dais, = 5 se verifica para todo inteiro 
positivo par n pelo Teorema 3 da Seção 1.2. Da mesma forma, já que a se- 
qüéncia Sy Sy Ss $7--- é decrescente e converge para S, então S = sm Se 
verifica para todo inteiro positivo ímpar m. Sen é par, então n + lé ímpar e 
assims, € 3 € Snt Subtraindo sp e observando ques +1 — Sn = (acis temos 0 
< § — Sa = аң. quando é par. Sem é impar, então m + 1é pare sm = 5= 
Sm. Subtraindo s, € observando que 5,41 — Sm = —@т+, LEMOS —Um+1 © A= 
sm = 0 quando т é ímpar. Segue-se que 0<(—1)'($ — Sn) = ан SÈ verifica 
para todo inteiro positivo л, impar ou par, е а prova está completa. 

No Teorema 2, se (ay) é estritamente decrescente, ou seja, t, > ds > dz 
..., então a conclusão 0 = (—1)'(S — sn) = аль Se torna mais forte, 0 < 
(DS — Su) < anr 

Observe que S — s, É O erro envolvido quando se estima a soma 


5 = У, (Dar pela n-ésima soma parcial s; У, ED" a. Se n é par, 
ia ta 
entáo 


0 < (—1)(8 — sa) = S — Sp 


Assims aproxima S por baixo. Sen é impar, entà 0z(-1'(S —з„) = -($— 
sw, assim s, aproxima $ por cima. Em qualquer caso, |5 — sa| = 4.15 dal. o 
valor absoluto do erro de aproximação nao excede o valor absoluto do 
primeiro termo abandonado 

Por exemplo, embora a série harmônica 1 + Ya + Va + Ma +... seja 
divergente, conclui-se do teorema de Leibniz que a série harmônica alter- 
nante | — 1/2 + Ya — Ма + ... converge. De fato, pode ser mostrado que | ы 
Ye +48 — Mac ...=1n2.Se desejarmos estimar In 2 por uma soma parcial da 
série harmônica alternada, então o erro nào excede em valor absoluto o 
primeiro termo abandonado. Por exemplo, In 2 = 1 — 1/5 + Us — 14 + Us — Me 
+ 1/5 — Ye + Ho com um erro nào maior que 1/10. Além disso, já que temos um 
número ímpar de termos na aproximação. aproximamos 1n2 porcima, assim 
In 2 é menor que 1 — 1/2 + Ya — Ya + Us — 16 + Ya — Ms + Че = 0,7456... 
(Realmente, In 2 = 0,6931...). E 


(a) Mostre que a série dada é convergente, (b) encontre a soma parcial s, de 
seus primeiros quatro termos e (c) encontre um limite para o valor absoluto do 
erro envolvido na aproximação da soma por sa. 


SOLUÇÃO 


(a) Seja f a função definida рог f(x) = Pr 
y x(x +2 


a) 
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daí, a função f é decrescente em [1,=). Segue-se que a sequência (f(n)) — 


Я ЗЕР жа | Т a n+3 
ou seja а sequência —é decrescente. Já que lim ————. = 0 
lan + nta + 2)! пэ Tf + 2) 
n+3 
(Por quê?) e ALIS > 0, a série alternante dada converge, pelo Te- 
n(n +2 
orema 2. 
4 5 6 7 49 
b = WEE ze 
Ossa] 


(c) O valor absoluto do erro da aproximacáo 


. as, БЕЗ 
«= э Eb y kk 4-2) 


3343 8 
nào excede o quinto termo, —— —— = ==. Aquis, envolve um númeri 
q 5(5+2) 35 qui Sa о 
E a k+3 
par de termos, assim — aproxima — 1^! —— por baixo. 
60 p ) k(k + 2) 


SOLUÇÃO 

(a) Essa série começa com um termo negativo, —1/1!, enquanto o teorema de 
Leibniz, como foi mostrado acima, trata de séries alternadas que come- 
cam com um termo positivo. De qualquer maneira, podemos escrever 


seqüéncia decrescente de termos náo-negativos e lim — = 0, assim 
s (трі 1% 
k! 


converge. 


а 
: daí também Y 
k=1 к=з 


is. ж. À 


aproxima por baixo by E ee com um 
k=1 d 


А 1 
ОСС H 


2 a 1 1 5 P Я 
erro não maior que — =-— e, portanto, — — aproxima por cima 


AL 


com um erro cujo valor absoluto nào excede !/120. 


5.1 Convergência absoluta e condicional 
Considere a série geométrica alternada 1 — Ya + Ya — Ya + "18 — 1/32 


DEFINIÇÃO 1 


EXEMPLOS 
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+...com razão г = — У. Não somente essa série converge, como a série 
correspondente E + |2 + Pa] + [=2/8] + [e] + [90] + ... de ушш 
absolutos; ou seja a série geométrica 1 + 1/2 + Ya + Ys + 1/16 usa. 


também convergente. Essas séries sào chamadas absolutamente conv. жее 
tes. 


Por outro lado, considere a série harmônica alternada 


que converge pelo teorema de Leibniz. A série correspondente de valores 
absolutos é a série harmônica 1 + 1/2 + Ya + Ya + Ys + Ye + .. que diverge. 
Assim, a convergência de uma série harmônica alternada realmente depende 
do fato de seus termos trocarem de sinal. Séries desse tipo são chamadas 
condicionalmente convergentes. De uma maneira geral. temos a seguinte 
definição: 


Convergência absoluta e condicional 


‚ é absolutamente 


har pe 
convergente. 


(ii) Se a série У a, é convergente. mas a série Y |а, ё divergente, dizemos 
ke к=! 


que a série Y ay é condicionalmente convergente. 
E 


Determine se a série dada é divergente. condicionalmente ou absolutamente 
convergente. 


= M 
QE T 


En 


SoLUÇÃO 
Já que a série 


ZEE 


Ed 


i. 
converge pela comparação com a série p convergente рез ‚ Segue-se que 
[zm 


-1) 
De eT é absolutamente convergente. 
Ek E 
ч (if: kl 
Ea k+2 
SoLUÇÃO 
= «in j se " m Р 

Já que lim (—1y*! não existe (por quê?), a série dada é diver- 


nato n+ 
gente (Seção 3, Teorema » 


SoLução 
A série dada converge. pelo teorema de Leibniz. Entretanto 


DEFINIÇÃO 1 


EXEMPLOS 
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+...com razão г = — У. Não somente essa série converge, como a série 
correspondente E + |2 + Pa] + [=2/8] + [e] + [90] + ... de ушш 
absolutos; ou seja a série geométrica 1 + 1/2 + Ya + Ys + 1/16 usa. 


também convergente. Essas séries sào chamadas absolutamente conv. жее 
tes. 


Por outro lado, considere a série harmônica alternada 


que converge pelo teorema de Leibniz. A série correspondente de valores 
absolutos é a série harmônica 1 + 1/2 + Ya + Ya + Ys + Ye + .. que diverge. 
Assim, a convergência de uma série harmônica alternada realmente depende 
do fato de seus termos trocarem de sinal. Séries desse tipo são chamadas 
condicionalmente convergentes. De uma maneira geral. temos a seguinte 
definição: 


Convergência absoluta e condicional 


‚ é absolutamente 


har pe 
convergente. 


(ii) Se a série У a, é convergente. mas a série Y |а, ё divergente, dizemos 
ke к=! 


que a série Y ay é condicionalmente convergente. 
E 


Determine se a série dada é divergente. condicionalmente ou absolutamente 
convergente. 


= M 
QE T 


En 


SoLUÇÃO 
Já que a série 


ZEE 


Ed 


i. 
converge pela comparação com a série p convergente рез ‚ Segue-se que 
[zm 


-1) 
De eT é absolutamente convergente. 
Ek E 
ч (if: kl 
Ea k+2 
SoLUÇÃO 
= «in j se " m Р 

Já que lim (—1y*! não existe (por quê?), a série dada é diver- 


nato n+ 
gente (Seção 3, Teorema » 


SoLução 
A série dada converge. pelo teorema de Leibniz. Entretanto 


648 


TEOREMA 3 
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SN 
SA rorem 4 
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ec s m 
A diverge para que — 27 p verifica para k = 2e 
d Ink In pe 
n (10, 
У + diverge. Daí Y € condicionalmente convergente. 
eras к=; Ink 


Convergéncia absoluta implica convergencia 


Se uma série Y a, é absolutamente convergente, então é convergente. 
1 


РКОУА 


Suponha que Y las] é convergente. As desigualdades —Ja;) = ак = lay 
E 
podem ser reescritas como 0 = a; + |a,| = 2|а„|. Agora Y, 2|a4| converge, 
к 
já que E lay] converge (parte (ii) do Teorema 3 da Seção 3); daí, pelo teste da 


comparagáo, E (ак + |а) converge. Portanto, 5 [(ак + lan)-lad] = У ак 
e k= 
converge re O do Teorema 3 da Seção 3]. 


Р РИ = nk y 
Determine se a série Y = а за ou diverge. 


SOLUÇÃO 
Embora a série dada contenha termos positivos e negativos, não é uma série 
alternada (por quê?). De qualquer maneira, temos 


senk |senk| ns 
PHE КК p 
S4 sue 


para todo inteiro positivo k, assim, b» é dominada pela série p 


k=1 


= 1 
convergente E ae Portanto. a série dada é absolutamente convergente е 
к=1 
daí convergente pelo Teorema 3. 
O teorema seguinte proporciona um dos mais práticos testes para con- 
vergência absoluta, 


O teste da razão 


Seja y ay uma série duda de termos não-nulos, 
#1 


йө. Б +1 : 
(i) Se lim | < 1, então a série converge absolutamente. 
es | % 
= E La " a, " 
(ii) Se lim ||» 1, ои se lim [+1 poo, então a série 
isis] % sotal a 
diverge 
(їй) se lim [+2 entáo o teste nada conclui. 
nto а, 
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Prova 


dn+1 


G) Suponha que lim = L < 1. Escolhamos e fixemos um nú- 


noo 


а, 


1 
meror сот <Р < 1 for exemplo, r — -seia s="r-E, 


observando que в > 0. Já que lim |а| = L, existe um inteiro positivo 


N tal que 
а+1 | 
== [4$ 
а, 
а 
para todo inteiro п = N; isto é, —z < || — L < £, ou 
а, 
а 
L-e<|Ell<L+He 


[4 


para todo n = N. Já que L + e = L + (r — L) = r, então |а, < r, ou 
lan+1] < |а, r se verifica para n = N. Portanto, 


[ах+1| < [ам|^ 
[ахо | < [аха |е < |а|, 
[ахз | < |ах+»|г < [ам |", 
е аѕѕіт por diante. De fato, 
[aves] « lay] 
se verifica para todo inteiro positivo. (Para uma prova indutiva, veja о 


problema 44.) Portanto, a série geométrica У [ay] ri domina a série 
ГЕП 
Já que 0 < r < 1, a série geométrica converge; daí, 


a 
У [а+1= Y Jal 
k=N+1 


converge pela teste da comparação direta. Portanto, pelo Teorema 5 da. 


Seção 3 E lax| converge, isto é * ay é absolutamente convergente. 
к= a 


(i) Suponha que lim = L > 1. Escolhamos e fixemos um nú- 


rov 


meror com 1 <r < Le coloquemos e = L — r. Assim, existe um inteiro 


yi 
d, 


positivo № tal que L—& < < L — & se verifica para n > N. 


n 


An+1 
а, 


Apr | isto é [ai] < Jay] se verifica 


Д 


"Раі, 1<г = 2 -8< 


рага п = М. Portanto, 


[ах | < [aysi |< |ам+з| < аз |. 
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assim, 0 < lay] < |а„| se verifica para todo n = №. Isso mostra que a 

condição lim a, = Onão se verifica; daí, рУ ак é divergente (Teorema 
ке kei 

2 da Seção 3). 


lari 


a 


Da mesma forma, se lim = +0, então existe um inteiro 


na + 


se verifica para todo n = N e podemos 


ке а, 
positivo N tal que 1 < 


n 
x 


completar o argumento acima, e concluir que) a, diverge. 
k= 
(iii) Para ver que o teste é realmente nào-inclusivo se lim [а,41/а, = 1, 
m 


considere as duas seguintes séries: (а) У, 1/k* e (b) У, UK. A série (a) é 
k=1 k=1 
convergente,mas 


4 1/(п + 1)? " n? 
lim / 5 ) = lm =5 = 
ss ШИР pesso Fati 
A série (b) é divergente, mas 
a Wo À 
im c: P NM 
goa IM cr T d 


EXEMPLOS Use o teste da razão para determinar a convergência ou divergência da série 


dada. 
д E 
1 E 
D TR + 1) 
SOLUÇÃO 
эп 3d 
Aqui, а, = ——— Ser Sa ‚ Portanto, 
SH. cives e eel gg 
prar ы 1 2! 
lim = tim ( Ses vt ) = lim En 
кызады | ea AGGER] A aes Tn +2) 
21 +1 2 
= lim 2(1 + 1/n)_2 2 
паа dam) Y 
assim a séric converge absolutamente pelo teste da razão. 
= *isk 
2 zi! Ep 
ren 
SOLUÇÃO 
| (= 1)" 15" (= 1)" 25" 11 
Aqui, а, = 5i [rv WIL Portanto, 
+1 1 S 
lim [2 = tim ( == 5) = lim =0<1, 
ж» | oH nest MEL F pecori 


assim a série converge absolutamente. 


N 


TEOREMA 5 


EXEMPLOS 
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(= Un)! (iy (п + 1]! 
ET uL S [ЖР Portanto, 


- nin! (4n + 4)! 

Tas a+ Dt (n + Dim] 

= fi (4n + 4)(4n + 3)(4n + 2)(4n + 1) 
у {т +1) +1) 


= +0; 


daí, a série dada diverge. 


e 1:35 t 
k=1 * 
SoLUÇÃO 
Aqui, 

Lo 05: y — (B us oa — 
Re 3.5% (Qu — 1) " fi aci (2n 12n +1) 

n! (n +1)! 
Portanto, 
aj ! 2) 
lim CA üm (п + 1)п! _ ый Са ыз 
serian | h | ята (UR) аена MH 


assim a série dada diverge. 
Outro teste útil para convergência absoluta é dado pelo seguinte teo- 
rema: 


O teste da raiz 


Seja Y a, uma série dada. 
k=1 


@ Se lim v |ч„| < 1, então a série converge absolutamente. 
nara 

(ii) Se lim V/|ag,| > 1.ouse lim Wa] = +=, então a série diverge. 
mts эте 

(ii) Se lim Va, = 1, então o teste nada conclui. 

Prova 


A prova é muito semelhante à prova do teste da razão, assim nós apenas a 
esboçaremos aqui е deixaremos os detalhes como um exercício (problema 


46). Se Jim Vlad = L< l, escolhemos г com L < г< 1. Então, para valores 
Í. 5 lan] converge por 
m LS 

comparação com Y) r*. Se a hipótese de (ii) se verifica, então Vla,] > 1 se 
verifica para ni suficientemente grandes den, assim lima, = 0 nào pode 


suficientemente grandes de n. Ма] < r. ou |ar| < r^: da 


se verificar. Para (iii), os mesmos exemplos usados na prova de teste da razào 
servem. 
Use о teste da rai decidi TU aua 
se o teste da raiz para decidir se a série пяе үтү converge ou 
к=з [In (k + 1)] 


diverge. 


SOLUÇÃO 
(= 
[а (n +1)" 


А ' ED 1 
aj] = lim al = =0<L 
кы с [ЕИ CEU E. 


assim a série dada converge absolutamente pelo teste da razão e, daí, con- 
verge. 


Aqui q, — Portanto, 


Conjunto de Problemas 5 


Nos problemas 1 a 14, determine se a série dada converge ou diverge. Use o teste 
de Leibniz para séries alternadas para estabelecer a convergéncia sempre que este se 


aplicar. 

; Á EE i b c 2 iu : EL 
5 E т 2 [sugesdo: Primeiro considere Y. eer] 

6 b stu x | sugestão: Primeiro considere Y, arar] 


E (у ? dere v ССМ 
7 E EE | Sugestão Primeiro puli ERA 
= 5 k+1 i ae? a (= 
8 In k cos kn 9 =1} t — 10 =1* п LATET 
2 dS EC FSI Sne 
E ln (k + 1) zd л ES k 
R у (ыр 13 = 1) 1еп 14 (-1y*!—— 
Ке к/к P k D In k 
Nos problemas 15220, aproxime a soma de cada série encontrando а soma parcial 
dos scus primeirosn termos para o valor indicado den. Também, dé um limite em valor 
absoluto para o erro envolvido nessa aproximação e determine se a aproximação é por 
cima ou por baixo, 
2 (1r: E (-1y"! 
15 n=5 17 n-4 
à 3k-1 2, га 
d E sen(k--i)x 
n= 20 ,n=3 
Fx 2. 2k! 
Nos problemas 21 e 22, encontre a soma de cada série comum erro não maior que 5 
X 107* em valor absoluto e escreva sua resposta com trés casas decimais. 
z (=p = (—1ў%к 
a tí ax y EE 
à 2 бю 
Nos problemas 23 a 28, aplique o teste da razão para determinar se cada série 
converge absolutamente ou diverge. 
e [её = (-1yte +1) те, 
23 OE 24 асы 25 rt -= 
A RF 2 a 
= (түгү —1)t = (-1y*ues z "VET. 
Qj у с=с ец BT y Dm 28 Y (-1) 
2, ё 2, (102) à 2 
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Nos problemas 29 a 32, aplique o teste da raiz para determinar se cada série 
memverge ou diverge 


p i ы в ў Је 3 x 


Nos problemas 33 a 42, determine se cada série é divergente, condicionalmente 
convergente ou absolutamente convergente. Use qualquer teste ou teorema que pareça 
mais apropriado para justificar sua resposta. 


fk = ry 


as y м Y ы 35 Y EM 
E CUR a65 i a ci 
Ey nn е k! 
Ee 38 Fm 39 
nas B. n EC a +1)! A + ү 
= 2 (uy 
= 42 y 
n 2.001 
43 Suponha que a seguências,, Ss Se зь... . converge para olimite S e quea següéncia 


Ex Sy $5, 5т,... COnverge para o mesmo limite $. Prove: А següéneias, Sa Sy Sy Sp 
Se... converge para o limite 5. 

38 (3) Se an| < |а. ғ se verifica para todo inteiro n = N, onde r é uma constante 

positiva, prove que jas. < lay)” se verifica para todo inteiro positivo j. (Use 


indução matemática.) 


ХЫ Se las) r < |а... se verifica para todo inteiro n = N, onde r é uma constante 
positiva, prove que las < lay. se verifica para todo inteiro positivo j. 


45 E verdade que se a série Y, a, converge absolutamente, então à série Y j 
[е ada 


al 


também converge? Por qué? 
46 Refaga em detalhes a prova do teste da raiz (Teorema 5). 
" 


47 Se a série) a, converge absolutamente, mostre que 
xmi 


E a 2 Y la]. 
к=\ En 
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dE Y 
es Qk x уу 


36 Y => 
P к +10 
а 


6 Séries de Potências 


Uma série infinita da forma т 
(x-a) 


© 


Y alx — af = co + с (х — a) + с; 


k=0 


"m 


ФА 
| 


xaf + с(х — а) +: 


é chamada uma série de potências em x ou simplesmente série de potências. 
As constantes Co, Cy С» Ca... São chamadas de coeficientes da série de 
potências e a constante a é chamada de seu centro. Uma série de potências 


em x com centro a = 0 toma a forma 


x 
¿M8 


cut = co + сух + ex? H сух9® oe 


Жн 
е assim generaliza a idéia Че um polinômio em 


Na série de potências Y сих — a} nós usualmente vemos x como uma 


fco 


quantidade que pode ser variada à vontade. A série pode convergir para 


alguns valores dex mas divergir para outros. > 


, quando x = a nós 
seguintes 


vemos que a série converge e sua soma € сь Os três exemplos 


CÁLCULO 


mostram que o teste da razão (Teorema 4 da Seção 5) pode ser muito útil para 
se determinar os valores de x para os quais a série de potências converge. 


EXEMPLO Encontre os valores de x para os quais a série de potências dada converge. 


SoLução dedil. 
E claro, a série converge para x = 0. Para x + 0, usemos Oteste da razão com 


Ea = {в + Det 
As M fog rro 
y qi 
Aqui, 
„Мне e 
lim | L| lim -* 
sakel \@ | genius au (= От" 
E n+l 
= im AL, 
ade ОЛ 3 
assim a série converge para |х|/3 < 1, ou seja, para -3 < x < 3. Sex < —3 ou 
se x > 3, então |х|/3 > 1 e a série diverge. Quando |х| = 3, temos 
VON = 4 4 
la, |= |10 КЫ =з xl s = п, assim como lim а, + 0, e a 


série diverge. Portanto, a série converge para valores dex no intervalo aberto 
(—3,3) e somente para tais valores de x. 


2 yA 
Es М 


* "NM. UNT СЕЕ! 
= 14 (x 5) +3 (0 Sta – 5) ba pe 


SOLUCAO PEA ee сы Жа 
A série converge para x = 5. Para x + 5, usemos osteste da razão pom 
pS 


_ 5) — spen p— $ ү +2 
а, P a qi 
а (n+ 1)! (n+ 1)! 
Assim, 
с spei | ЖЕТОО; 
tira: базе nm E LE OL PE 
MS CRS |же PL (ec SPA ea RET 


para todos os valores de x; daí, a série converge para todos os valores dex. 


3 Y pe 2 т (x 2) + 2lx +2)? + 6(х +2) + 24(х 2) e 
k=0 


SOLUCAO 
Temosa, = (nx + 2) cam = Ки + 1)!](х + 2). Para x + —2, o teste da 


razão dá 


[n Dix + mes 


= Bm (nx 3y 


nata 


= lim (n+1)|]x+2|= +00; 
gx 


TEOREMA 1 
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daí, a série diverge. É claro, a série converge para x 
converge quando x = —2. 
O conjunto? de todos os nümerosx para os quais uma série de poténcias 


—2, e assim só 


Ms 


сь(х — af converge échamado de intervalo de convergência No exemplo 
k-0 

1,1 = (73,3); no Exemplo 2, 1 00,00); e no Exemplo 3.17 é o “intervalo” 
contendo unicamente o número —2. 


Para qualquer série de potências Y) cx — а)“, o intervalo de conver- 


es T 

géncia / sempre tem uma das seguintes formas: 

Caso 1 /éumintervalo limitado com centro e pontos extremos a — Rea + 
R onde R é um número real positivo. 

Caso 2 1 = (—0,0), 

Caso 3 7 consiste em um único número a 

No Caso 1, nós chamamos o número real А de raio de convergónciada 
série de potência e, no Caso 2, é infinito e escreve-se R = --». Naturalmente, 
no Caso 3, dizemos que a série de potência tem raio de convergência zero e 
escrevemos R = 0. Os Exemplos | a 3 acima ilustram estas trés possibilida- 
des. 

No Caso 1, os pontos extremos a – Re a + R do intervalo de conver- 
gência / podem ou não pertencer a /. No Exemplo 1, nenhum dos pontos 
extremos pertence a /, assim / é um intervalo aberto. Em geral, qualquer 
ir condicionalmente ou 


= — + . 
" 


а-к E a+R 


a série converge absolutamente 
Fig. 1 para br — <А 


convergir absolutamente num ponto extremo de /. Assim. no Caso 1. o 
intervalo de convergência pode ser um dos quatro conjuntos 7 = [a — К,а + 
R], 1=[a — R,a + R), I= (a — R,a + R]ou I = (a — R,a + R) (Fig. 1). A sério 
de potências sempre converge absolutamente no intervalo (a — R,a + R). 

O teorema abaixo oferece um eficiente meio para achar o raio de conver- 
gência de uma série de potências. 


Raio de convergência de uma série de potências 


Seja culx — а)! uma série de potências com raio de convergência R. 


k=0 
М 
Suponhaque lim |2 
a 


nota n 


L, onde L é ou um número real não-negativo 


ou L = += 
(i) Se L é um número real positivo, então R = 1/L. 
(ii) Se L = 0, entào R = +=. 
(ii) Se L = +=, então R = 0. 


PROVA 
Cuidaremos aqui da parte (i). Partes (ii) e (iii), que sao tratadas de modo 
análogo, são deixadas como exercício (problema 30). Assim, suponha que 


lim = І, ondeL é um número real positivo. Apliquemos o teste 
n>+% = 
darazão рага a série infinita) ex = а)“. Aquia, = cx — a)" Can = сьні 

k= 
= ay”, assim 
1 

sil g de TET 

еа lim — |= lim | EE 

y | wem = а} вела | б» 
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Pelo teste da razão, a série converge absolutamente para L|x — a| < 1 e 
diverge para Дх — a| > 1; ou seja, converge рага |х — a| < 1/L e diverge para 
[к = a] > 1/2. Assim, 1/L = К, será o raio de convergência da série de 
potência. 

Alguns comentários importantes precisam ser feitos em acréscimo ao 
Teorema 1: 

1 Observe que a razão c ,.i/c, é a razão entre os coeficientes — não entre 
os termos — da série de potências. Não confunda o Teorema | com o 
teste da razão original (Teorema 4 da Seção 5), que envolve os termos 
de uma série. 

O Teorema 1 é fácil de ser lembrado se, para fins deste teorema 
somente, concordarmos que 1/L = += quando Ё = 0 e que 1/L = 0 
quando L = +=. Então, o teorema simplesmente diz que R = 1/Lem 
qualquer caso, 

O Teorema 1 pode não se aplicar em certos casos pela possibilidade de 
a seqüéncia |с„+/с„| não ter um número real como limite e não tender a 
+o quando п — +=, Nesse caso, a série de potência ainda tem um raio 
de convergência R, mas métodos fora do escopo desse livro são 
necessários рага encontrá lo. 
4 O Teorema 1 não se aplica à 


N 


ua 


érie de potência da forma 


y clx — ay? = co + сү(х — ay  ex(x — ay? + es(x — ap? HH, 
-0 


onde p é uma constante inteira maior que 1, já que c; não é o coefi- 
ciente da k-ésima potência de x — a. Neste caso, o raio de convergén- 
cia pode frequentemente ser achado aplicando-se o teste da razão 
original (Teorema 4 da Seção 5) diretamente aos termos da série como 
no Exemplo 2 Seção 6. 

O Teorema 1 nada diz, de uma maneira ou de outra, sobre se a série de 
potências converge nos pontos extremos de seu intervalo de conver- 
géncia. Isso tem que ser verificado pela substituição dex = a — Rex = 
a + R na série de potências e usando os testes normais para conver- 
gência de séries. 


D 


6 O Teorema 1 é ainda válido para uma série de potênciascom У cix 
к=м 
— а)“, onde M é um inteiro positivo e a soma começa em k = M em vez 
de em k = 0. (Por quê?) 


Encontre o centro a, o raio de convergência R e o intervalo de convergéncial 
da série de potências dada. Confira também a divergência, convergência 
absoluta ou convergência condicional da séric de potências nos pontos ex- 
tremos de 7. 


SOLUÇÃO 
Aqui ocentroéa=0ec; 
l/(n + 1), assim 


1/k. No Teorema І, coloquemos €n = 1/18 Cr+ = 


1(n+1) 
1/п 


= lim == 
aaa E 


Cni 


lim 


lim 


n++% 


n n 


daí, R = 1/L = 1. Portanto, a série converge absolutamente para valores dex 
no intervalo aberto (a — К,а + К) = (0 — 1,0 + 1) = (—1,1) e diverge para 
valores de x fora do intervalo fechado [31]. Substituindo x = 1 na série, 


"E 
obtemos a série harmônica У, т, que diverge. Para x =, a série torna-se a 


mik 


а 
série harmónia alternada у 1 


k (—1)& — C- D“, que converge pelo teste 
kzi ^ 
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de Leibniz. Daí temos divergência no ponto extremo 1 e convergência con- 
dicional no ponto extremo —1. O intervalo de convergência é 1 = [—1.1). 


= x 3 K 
2 Y (x +3 

o 3 
SOLUÇÃO 
A série de potências é centrada em a = —3. Temos с, = 1/3" e ca = 1/3"**; 
assim 

Я с, " [gs 1 

lim |2*!|= lim / " li 2—2-—L; 

к=ш owl UN кшт É 


daí, R — 1/L — 3 pelo Teorema 1. Portanto, a série converge absolutamente 
no intervalo aberto (a — К,а + К) = (—3 —3,—3 +3) = (-6,0). Quando x = 
—6, a série torna-se 


æ (3# 
s El 14 pom 


TE 
k=0 3 
que diverge porque o termo geral náo tende a zero. Quando x = 0, a série 
torna-se 


E 3* 
У ==1+1+1+-, 
10 3 


que também diverge. Portanto 1 = (—6,0). 


3 > CAY in 


— к 


SoLuçÃo 
A série de potências é centrada em a = 17. Temos 


-E ia E 
к= кт е "ERU e Dr 
assim 
Ра) pt П 
йш (588) ыды МИ HL | уы -0-L; 
noto | Cn neto | HLL (IP) aoson+l 


daí, R = +% pela parte (ii) do Teorema 1. Portanto, 1 = (—о, х). 


а Укы 
k=1 
SOLUCAO 
A série de potências é centrada em a = 0. Temos c, = n" € Cay = (п + D", 
assim 
n 4 1y*! à п+1\" 
= lim € RT = lim ||——] (n+1) 
nx nca n 


= [im (f| [im (| - «| im (en]- +=. 


п++%0 пэ +50 noob 
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Assim, R = O pela parte (iii) do Teorema 1, e assim/ consiste no único número 
0. 


А 3*(x ES 4p^ 

па E 7 

k=1 

SoLucáo 

A série de potência é centrada em a = 4. Não podemos usar o Teorema 1, já 
que 3*/K* não é o coeficiente da k-ésima potência de x — 4. Assim, recorremos 
ao teste da razão original (Teorema 4, da Seção 5). O n-ésimo termo (não o 
coeficiente!) da série é 


3"(x — apr А 3" х = дй “Чу 3 үе 
a= p > assim como 4,1 = (аат) = { ЕТ)? 
Portanto, 
a " gu е Мура ne 
a ee | | 
esal | атш PFI usp 


п > 
lim x1 [x — 4f 2 3]x — 4f. 
ur I1 


[E 


Segue-se que a série converge absolutamente quando 3|x — 4|? < 1 ou seja, 
quando |x — 4| < 1/N/3. Diverge quando 3|x — 4° > 1, ou seja quando |x — 4| > 
m d 
1/N/3. Portanto R = 1/N/3. Quando x = 4 — 1/4/3, a série torna-se E = 
kml 
que converge absolutamente. (Por qué?) Da mesma forma, quando x — 4 + 
1 Са 
Jw? série torna-se X = que converge absolutamente. Segue-se que a 
» k=1 
série converge absolutamente em todo seu intervalo de convergência [= 


Conjunto de Problemas 6 


Nos problemas 1 a 25, encontre o centro a, о raio de convergência R e o intervalo 
de convergência / da série de potências dada. Confira também a divergência, conver- 
gência absoluta ou convergência condicional da série de potências nos pontos extre- 


mos de 7. 
a 3 sê 
1 Y d sa 
Ss — 
= (—1ytheed = il sh 
" E (2 — 1)! ? Sa E 
= (5) 2 (трі 
9 1 SEE 
È = De) à UHF 
2 (х—1/ў 2 (1-х) 
хл 5 Ege 
T * S d [к dj = B= s (—1}2%(х—5)* 
ү ү x-ils*3] mesa preto ав ш 
17 Eh | Piu E A з. p 


E X ese ке 
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23 Y (икн — d 
k=1 
BS (x 8) + (x — 8? +21(x BP Зх в) at (x 8 +. 
as Y o6 apt é VE. 
= 


28 Sc R é o raio de convergência da série de potências У cy(x — aj, 0< R< + =, 
k=o 


© p é um inteiro positivo, mostre que o raio de convergência da série de poténci- 


33 Se Ré oraio de convergência da série de potências y C(x — a¥, e p é um inteiro 
ka 
positivo, ache o raio de convergência da série de potências Y сих — a). 
[к 
28 Seja У) сих — a)* uma série de potências dada. 
cia infinita. 


к= "e 

fa) Se lim Xe] = +=, prove que о raio de convergência da série de potências é 
mta 

é dado por R = 1/L. 


zero. 
(b) Se lim X/|c,| = 0, prove que a série de potências tem um raio de convergén- 
noto 


(e) Se lim wfe] = L = 0, prove que o raio de convergência da série de potência 
noto 

39 Suponha que Р é uma constante maior que 1. Encontre o raio de convergência e o 
intervalo de convergência da série de potências 

30 Complete à prova do Teorema 1 demonstrando as partes (ii) e (iii). 


x* 
p LES AM 


31 Se a > b — 0, encontre o raio de convergência da série de potências 


7 Continuidade, Integracáo e 


Diferenciação de Séries de 
Poténcias 


Nessa seção estudamos funções da forma 


(х) = Y ex — аў, 


к=0 
onde N cx — a)" é uma série de potências dada. 


série de potências. 


Fica subentendido que о domínio de / é o intervalo de convergência da 
fx 


ção termo a termo; ou seja 


Já que uma soma finita pode ser diferenciada termo a termo e já que 
= co 6(x — a) + ex — ay + e(x— а)? +, 


poderíamos suspeitar que a derivada D f(x) pode ser obtida pela diferencia- 


=0 + c -2e(x — а) + 3e(x — a + e 


D, f (x) = Dco + Dye, (x — a) + Decalx — а)? + Des(x — а) +." 
obtida pela integração termo a termo; isto é 


3 
Da mesma forma, poderíamos suspeitar que à integral | f(x) dx pode ser 
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[леђа = [co dx + [e a) de [eG — ay dx + | calx — ap dx 


e 


2 


со(х — a) + 


канааа аас 


Mais tarde nesta seção veremos que tais “cálculos” são realmente 
legítimos, contanto que |х — a| < R, onde R é o raio de convergência da série 
de potências. 

Observe que a diferenciação ou integração termo a termo de uma série de 
potências 


= 
У а(х – а} 
к=0 
produz uma nova série de potências 
= E: 
рох — ay] = Y ka(x—- а" 
k=0 k-1 
ou 
e 
+1 


x | «(х— ay de= Y, k (ay, 


respectivamente. (Na segunda equacáo, suprimimos as constantes de inte- 
gração.) 
Se Ax) = ® ск а), onde a série de potências tem raio de convergén- 
[е] 
cia R, estabeleceremos as seguintes propriedades de fe У сх — ay: 
i-o 


Propriedade I А função f é contínua no intervalo aberto (a — R,a + R). 
Propriedade П As três séries de potências 


Y с(х — ay. 
к=о 


y Dede — ay] = $ kedx — ajo, 
k=1 


y | ax af dx Y A. (x —ay*! 
Esp * 


< kso k-41 


têm todas o mesmo raio de convergência R. 


Propriedade Ш Para|x — 4| < R, 


f(x) 2 D, 


У ox — af 
k=0 


$ кох — ay +. 


Propriedade ІУ Рага|х — a| < R. 


[лов [ава 


AE. 
xen k (x gt ^. 
x à iW (х= аў"! 4c 


Propriedade V Paralb— a| < К, 
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„b 


| f(x) dx 


E 


а в 
сх — ar dx= Y | e(x—ay dx 
› ко · 


ay! 


As provas das propriedades 1 a V são um tanto técnicas, assim preferi- 
mos retardá-las até a Seção 7.1. Por ora ilustraremos essas propriedades nos 
exemplos seguintes. 


EXEMPLOS 1 Encontre D.(1 + 2x + 3x? + 4 +). 


SOLUÇÃO 
Pelo Teorema 1 da Seção б, o raio de convergência da série de potên- 
cias » (К + Dx* é R = 1; daí, pelas propriedades II e Ш, 


кто 


0+2+6х+12х°+; 


D(1+2x + 33 + 4x3 ve 
isto é, 
E 


= У kk +I para|x|«1 


k=1 


D, Y +1) * 


2 Encontre | (1+ 2x + 3x? + 4x? +) dx para lac] EA. 


SOLUÇÃO 
Pela propriedade IV, 


| (14 2x4 32 + 4° +) de (х х pt e) C: 


isto é, 


Dlk+lpe|dx= Ух +С paralx|<1. 
k-0 k=0 


1 А а 
— —, que dá a soma da série geométrica 1 + x +x” 
x 


x 
3Useafórmula Y x*— Т 


к=0 


++ ...para |х| < 1, para escrever a expressão dada como a soma de uma 
série infinita: 


= ken: 


(c) In (1 +x) (d) 


1+ 


SoLucAo 


1 
Bul 
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1 
14% 


= Ml 0-0 е 
к=0 


рага |—х| < 1, isto é, рага |x| < 1. 
(с) Usando o resultado de (b) e а propriedade V, temos 
* ш ps 
-=| (=t 64 de 
da A da! ) 


й— | tdi+ | Pd | Pd es 
“0 o “o “0 


E x^ wx" x^ 
E RE ME ME 
a "T 
= = 1% ara |x|< 1 
JC UII BEI! 


É 1 
(d) Substituindo x por =x em È s* FII obtemos 
xo =“ 
1 


ERE (== lado +: para|x|< 1. 
e 


Ms 


(Observe que temos a convergéncia da série quando |х < 1; entre- 
tanto, |-x*| = || = |х|, e |x|? < 1 se verifica exatamente quando lx <1) 
(e) Usando o resultado de (d) e a propriedade V, temos 


Тари 


E: 
m ш (1—21 —t6--)dt 
"4 


tan” 


=| à-| ed. | vd] ids 
"0 “o n “a 


р 


2 2 = ВЕ 
ei xi-4x43-[x-l)x-3) x-1 x-3 1-х 3 
por fracóes parciais. Portanto, usando o resultado de (f), temos 


EIN 


Ј- Us 


Ea pa om para|x| < 1. 
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k 
p — 
) para |х — 2| < 1, represente f(x) como uma 


ase ftm X capt 


série infinita. 


SOLUÇÃO 
Рага |х - 2| < 1, 


= E y сор Y Carme - 2t. 


/k k=1 
y* 


К 
A ОЮ! represente | к di como uma série infinita. 
SOLUÇÃO 
à m UM tirar М 
Pelo teste da razão, a série de potências У (— 1)* — — — tem raio de 
t=O (2k)! 

convergência А = +; daí, f(t) é definida para todos os valores det. Portanto, 
para todo valor de x, temos 


2» x (е 3) = (туу + 3y**! 
| л0а=У | Cn a a- $i M Tu 


5 CU) r3 
E (2k + 1)! 


7.1 Provas das propriedades das séries de poténcias 

Agora nós estabeleceremos e provaremos os teoremas necessários para 
justificar as propriedades I a V. Por simplicidade, consideraremos apenas 
séries de potências com centro а = 0. O caso geral em que a + O pode ser 
tratado simplesmente substituindo x por x — a nos teoremas que se seguem. 


Assim, seja y сух uma série de potências com raio de convergência R 
É=0 
e define-se a função f por 


Fx) = y сур. 
к=0 


Para cada valor де х no intervalo de convergência de Y cxx" obtemos uma 
Ezo 


aproximação 


atraves da n-ésima soma parcial da série. O erro 


в) fi) Хан 


contudo nessa aproximação pode ser escrito сото 


E, (x) = Y ex", 


k=n+1 


pelo Teorema 5 da Seção 3. 


TEOREMA 1 


TEOREMA 2 
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O seguinte e importante Teorema mostra que o erro E (x) pode ser feito 
tão pequeno quanto desejarmos para todos os valores de x em um subinter- 
valo fechado de [—R,R] desde que л seja feito suficientemente grande. 


Diminuindo o erro E (х) 


Seja E (x) o erro como definido acima, e fixa-se algum número r com 0 < 
г< К. Então, dado qualquer s > 0, existe um inteiro positivo М tal que |E,(x)| 
< e desde que n = Ne |х| = r. 

PROVA 


Jáque0 << R, asérie E cx" converge absolutamente; isto é 
k=0 


шй У 8 5m Elias ШТ 
0 k=0 


no k=0 noe к= 


existe. Segue-se que 


tim (Eis ^- Y ll?) =0; 


n 


isto é, lim У |с" = 0; daí, existe um inteiro positivo № tal que > Ы 
ARES says к=т+1 

< в, desde que n = №. 

Agora, suponha que n = Ne [x| « r. Então pelo problema 47 do Conjunto 

de Problemas 5, 


|E(x)| =| X als Y lex] 
EN к=п+1 
= y le Es Y les 


k=n+1 k=5n+1 


Continuidade de séries de potências 


Se R > 0 é o raio de convergência da série de potências Y cw", então a 
ko 
função f definida por х) = У) cx" é contínua no intervalo aberto (—R,R). 
ko 

PROVA 
Dado um número b em (— R,R) e um número e, > 0, devemos provar que | f(x) 
— Hb)| < s se verifica desde que x esteja suficientemente perto de b. 
Observando que |b| < R, escolhemos e fixemos um númeror com 0 = |b| < r < 
R e fixemos nossa atenção para valores de x perto o suficiente de b para que 
[| < r. Colocando e = 2/3 no Teorema 1, encontramos um inteiro positivo № 
grande o suficiente para que |Ey(x)| < 20/3 para todos os valores de x em 
questão. Em particular, |E,(b)| < 0/3. Já que a função polinomial P definida 


x 
por P(x) = p» ckx" é contínua, podemos escolher x perto o bastante de b para 


k-0 


que |P(x) — P(b)| < &3. Então temos 


|е) = fe) = [Ze q Esto) = P + һы] 
= |P(x) + Ем(х) — P(b) — Enfb)| 
= |P(x) — P(b) + Ex(x) + (— DEx(b)| 
< |Р(х)— Р(Б)| + |Ex(x)| + |C7 DEx(b)| 
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Eo E £o 
LR нее 
Eq E 


como desejado. 


TEOREMA 3 Integrando o erro 
Seja E, (x) o erro como foi definido acima e seja b um número fixo com |b| 


„b 
< R. Entáo lim | E,(x)dx= 0. 
neto 0 
PROVA 
Suponhaqueb =0. (Ocasob <0é tratado deformaanáloga.) Para cadain- 


п 
teiro positivo л, define-se a funçao polinomial P „ por P,(x) Dem Para || 


< R, temos E,(x) = f(x) — Р„(х), onde f é uma função contínua pelo Teorema 

2. Já que P „é contínua, segue-se que a função E, é contínua, assim a integral 
b 

< cg desde que n= N. Já que | Е„(х)ах=0 


„b 
suficiente — | E,(x) dx 
|*o "9 


Ж А 
k Е (х) dx existe. Seja e, > 0 dado. Devemos achar um inteiro N grande o 


se b = 0, podemos supor que b + 0. Coloquemos є = s/b e = b no Teorema 
1. Então, para todo valor de x entre O e b inclusive, 1E. |<esen =N. 
Segue-se que, para n = N, 


på .b T 
| E,(x)dx| € | |E,(x)| dx < | edx = eb = £o. 
o `0 "0 


TEOREMA 4 Integração termo a termo de uma série de potências 


Se R > 0ё oraio de convergência da série de potências Y съ? e se |b| < 


à к=з 
R, então 


o b 


we) dx= Y | tor dx, 


k-0*0 


i 
¿Ms 


PROVA 
Seja f(x) e Y ut e Ex) = f 
k=0 


n 
— Y сх“, como vimos anteriormen- 
-0 


n 


" .b 
te. Devemos provar que lim X | AR di | f(x) dx. Temos 
nox k=0 50 o 


a 


hs Y Гак dx= lim MES dx= lim о) E dx 
0 lk=0 


n>+0k=0"0 n+o0 * и» +00 "0 
ak .b 

= lim || f(x)dx— | E.) is 
m-x[Ll0 “ua 


b „b 
= | f(x)dx- lim | E, (x) dx 
M n=>+00 * O 
= ^ri) йх—0= | " f(x) dx — (Teorema 3). 


^0 


TEOREMA 5 Antidiferenciação de uma série de potências 
E] 
Se А > 0 € o raio de convergência da série de potência Yos. entào a 
É á к=0 
série de potências 2, x**1 converge pelo menos para |x| < R. Além 


disso, рага |х| < R, 


CÁLCULO 


с^ x: 


k=0 


PROVA 
Pelo Teorema 4, 


|, (Eco) а É У, f. сой dx = E ESCAS para|b| < К. 


Reescrevendo a variável de integração como t em vez de x, temos 


ab w w 
to P ja ) t +I b^" раа |Б eR 


Na última equação, troquemos b por x para obter 
x 


E w 
| (X у et) а= Y Se quem para |х| « К. 
do 0 о К+1 


Ck 


ok+1 
рага |х| < К. Também pelo teorema naus do cálculo, 


x^*! converge pelo menos 


Segue-se que a série de poténcias P 


wo ukc m E SE E ® oues 
е «|, PEE D] Y verf | рага 


E=0 
TEOREMA 6 Raio de convergéncia de uma série de poténcias antidiferenciada 


x 
Se R é o raio de convergência da série de potências X By então R 
E 
РИИ т -— i dera 
é também o raio de convergência da série de potências L a1 
4 
Prova 
É E TX. Ж. ЖЕ 
Seja К, o raio de convergência de У) . ^— x**!, Pelo Teorema 5, 
к=о К+ 1 
€ " 
k sd i x**! converge pelo menos para |х| < R; daí, R = R,. Provaremos 
к=0 


que R = R, mostrando que R < R, nos leva a uma contradição. Assim, 
suponha que R < А, cescolha númerosx,ex, tais que R € xy < xy < R. Já que 
E 


СА 


Ck к 


0<x < К,. então p» x1* ! converge; daí, colocando em evidência е 


to К+ 1 
tirando a constante x,, encontramos que be Fa. em x$ converge. Segue- 
- €, T €, Alano $ 
se que lim п X = 0. Portanto, a ыа z vile limitada; isto 
yota 1 lg 1 


é, existe uma constante M tal que | Cn x! | < M para todo n. 
+1 


Agora, seja q = xo/x,, e observe que 0 < q < 1. Pelo teste da razão, a sé- 


rie E M(k + 1)g* converge. Para todos valores de n nós temos 
[EX 
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Portanto, a série Y |сьхе*| converge pelo teste da comparação com а sé- 
k=0 


rie У M(k + 1)g*. Daí, У cyx* converge, e assim —R = x, = А, contradi- 
k-o ko 
zendo o fato de que R « x, e completando a prova. 


TEOREMA 7 Diferenciacáo termo a termo de uma série de poténcias 


Se R é o raio de convergência da série de potências Y) bx”, entao R € 
[2 
também o raio de convergencia da série de poténcias g kb е 
= 


D, һм) = У Кух) para |x] < R. 
k=0 k=1 


PROVA 
Para cada inteiro náo-negativok, defina cr = (k + 1)bx+ e considere a série de 
potências 


© 
Y сёй = es eux + cx + 
k=0 


" 
by + 2byx + 3bx? sm Y by. 
k=0 


Pelo Teorema 6, o raio de convergência de Y КР! = У, сьх* é o mesmo 


k-i k-0 
raio de convergéncia de 
o Ug uei, Co Ci т, бйз 
X жа АВ noce XP apos 
à 1 2 3 
© 
= рх + bax? + bax? + Y Бх“. 
k=1 


Portanto, o raio de convergência de b» kbyx*"1é o mesmo que o raio de con- 
к=з 


vergência de Y, bax", que, por sua vez, é o mesmo que o raio de convergên- 
k=1 


cia R da série de potências Y b,x“. Agora, usando o Teorema 5 e as equações 


-ü 


acima, temos para |x| « R. 


Conjunto de Problemas 7 


B 
Mos problemas 1 а 15, use afórmula Y x^ == 


x| < 1, da somada série 
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geométrica para obter uma série infinita que represente cada expressão. Em cada caso 
especifique os valores de x para os quais a representação é correta. 


3 


4 x 
ü-xtY 
1+х? 
(1— х2)? 
9 In(1-x) 12 tanh^!x 
13 | tanh ^! t dt 
"B 
16 Encontre a soma da série У, a (Sugestão: Use a expansão da série infinita de 
1 к=з 
(== obtida no Exemplo 3(a) na Seção 7.) 
= х) 
17 Calcule: 
ж. x" 
> PAE Жылы], 
) хез 3! E 9r d ) 
x* x9 aw 
b) р? UE UNCLE umi]. 
® 2-3 тр" | 
18 Em probabilidade é necessário calcular X kp(1 — py", onde 0 = p = 1, como o 
ha 
objetivo de encontrar o valor médio de uma variável randónica geométrica. Calcule 
esta soma infinita. 
Nos problemas 19 a 24, seja a funcáo f definida pelas séries de poténcias dadas. 
Escreva uma série de potências para f'(x) e encontre seu raio de convergência. 
x o yk 
19 f(x 20 (х) = Y (-1)* (s - 2 E 
к=1 ко К! 


Fh = v. ka 2k = ) LJ, EN 
22 f(x)- 2s E 23 f(x) E? (x + 1) 24 f(x) у 


Nos problemas 25 a 28, seja a função f definida pelas séries de potências dadas. 


Escreva uma série de potências para f Да) dt e encontre seu raio de convergência. 
o 


pet x 
(ok + 1)! j ET 


À Sa eid " 
2 fue u- % 50-5 sn ar TO= Yun 


а (iy 
29 Dado f(x)= Y, VERAS unies 


(а) f(0) (b) MO) (с) /"(0) (a) /"(0) 
30 Use a identidade 7/4 = tan”! 1/1 + 2 tan"! t/a e a conhecida expansão em série de 


potências tan”! х = x — 22/3 + 2/5 — 3*/7 +... do Exemplo 3(e) da Seção 7 para 
aproximar o valor de т com quatro casas decimais. 


8 Séries de Taylor e Maclaurin 


ASS Ap SANA NARA 


x 
Vimos na Seção 7 que uma série de potências У су(х — a} comumraio 
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de convergência R não-nulo define uma função / por Д(х)= Y a(x— аў. 
е р k=0 

Assim, começando com uma série de potências, obtemos uma função f. 
Nessa seção, estudamos o procedimento inverso — começando com uma 
função f, nós tentamos encontrar uma série de potências que convirja para 
ela; isto é, tentamos expandir f como um érie de Embora uma 
expansão em série de potências nem sempre possa ser obtida, a maioria das 
funções familiares no cálculo pode ser representada como a soma de uma 
série de potências convergente. 

Suponha que f é uma função que pode ser expandida em uma série de 
potências, ou seja 


F(x)= Xe(x—af paaa-Rex«a-R. 
k=0 


Então, pela Propriedade III da Seção 7,f é diferenciável no intervalo aberto 
(a — R,a + R) e temos 


= Lus 75 paraa-R<x<a+R. 


Assim, f não é somente diferenciável, mas a derivada f" de f pode ela mesma 
ser expandida em uma série de poténcias. Daí, podemos aplicar a Proprie- 
dade ПІ mais uma vez para obter 


x)= LM (k— 1)e(x — af”? para a-R<x<a+R. 
Continuando desta forma, temos 
f^t = Ў, k(k — Dk — 2)e (x — а), 
f(x -X k(k — 1k — 2)(k — 3)e(x — ay *, 


fo = k(k — 1 — 2) — 3) — 4)a(x — a) 5, 


e assim por diante, para a — К < x < a + К. O modelo aqui é óbvio — 
evidentemente 


f"(x)- Ekk- 1(k—-2)--(k—-n-cl),x—aY" paraa- R<x<u+R. 


kan 


(Para uma prova rigorosa, veja o problema 35.) 

Colocando x = а na fórmula obtida, encontramos que todos os termos da 
série infinita se reduzem а zero, exceto o primeiro termo (para o qual k = n), já 
que todos os termos depois do primeiro contêm o fator (x — a). Portanto, 


f "(a) = n(n — 1n — 2 -3-2-:1-& = (ne. 


Segue-se que c, = “2. daí, os coeficientes da série de potências são 


dados pela mesma fórmula que os coeficientes do polinômio de Taylor para, 
(definição 1, Seção 5, Cap. 12). == 


Essas considerações nos levam às seguintes definições. 
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DEFINIÇÃO 1 Função infinitamente diferenciável 
Uma função f definida em um intervalo aberto J é dita ser infinitamente 
diferenciável em J se f tem derivadas /"" de todas as ordens л = 1 em J. 


> DEFINIÇÃO 2 Série de Taylor 


Seja a função f infinitamente diferenciável em um intervalo aberto J e 
seja a um número em J. Então, a série de Taylor para f em a é a série de 


potências. 
- 5 f" (a) 
дак 0 onde &= и parak =0,1,2,3,.... 


А série de Taylor paraf em а = 0é chamada de série de Maclaurinparaf. 
Observe que não há implicação na Definição 2 de que a série de Taylor def 


1 realmente convirja paraf. Também observe que à MUS entre o n-ésimo 
s sd ратив de Taylor par em a, 


O primeiro é um polinômio de grau no máximo л, enquanto o último é 
uma série infinita. Defato, Р(х) éan-ésima soma parcial da série de Taylor. 


EXEMPLO 1 Encontre a série de Taylor para f(x) = sen x em a = m/4. 


SOLUÇÃO 
Tomaremos a seguinte tabela: 


f(x) = —senx, jp" 
f" (x) = —cos x, qu 


f ?(x)- senx, fe 


e assim por diante. Portanto, os coeficientes da série de Taylor são: 


La) _ 
к! 


= 


onde os sinais mais e menos alternam em pares. A série de Taylor 


к 
Y als = z) para sen x em а = 11/4 é desta forma dada por 
k=0 
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us " Aa 
Me qd E o pa ds 
Rg fx | EL à) 


2 Encontre a série de Maclaurin para f(x) = e”. 
EA E ema 
SOLUÇÃO 


A série de Maclaurin para е” é apenas a série de Taylor para е” em а = 0. A 
questão fica colocada na forma: 


fee df 
fee e 
Poze, 0) е1, 
П) 0). 


е assim por diante. Evidentemente, 700) = е = 1 se verifica para todo k = 


0,1,2,3,... Portanto, os coeficientes da série de Maclaurin são dados por 
/®(0) m 
EC E E 


E E 
Daí, a série de Maclaurin У c,(x — 0} = Y c,x* para e, é dada por 
Bm k=0 


E E e 


itatry a A 


Como nós vimos, se uma função puder ser desenvolvida numa série de 
potência, então a função deverá ser infinitamente diferenciável e a série de 
potência será a sua série de Taylor. Entretanto, mesmo se a função for 
infinitamente diferenciável, não Па absolutamente garantia automática de 
que ela possa ser desenvolvida em uma série de potências! Em outras pala- 
vras, embora uma função infinitamente diferenciável tenha uma série de 
Taylor. essa série de Taylor não precisa convergir para a função. (Veja o 
problema 34 por exemplo). O Teorema seguinte, que é conseqüéncia da 
fórmula de Taylor (Teorema 2, Seção 5, Cap. 12), dá uma condição sob a qual 
à série de Taylor de uma função realmente converge para a função. 


TEOREMA 1 Expansão de uma função na sua série de Taylor 


Seja a função f infinitamente diferenciável em algum intervalo aberto 
contendo o número a. Suponha que existe um número positivo r e uma 
constante positiva M tal que 


efe) 
|/"(x)) « M 
se verifica para todos os valores de x no intervalo (a — r,a + r) e todos os 


inteiros positivos n. Então f pode ser desenvolvida numa série de Taylor; 
isto е, 


де= y LA 


as (х= af 
imo К! 


se verifica para todos os valores de x nos intervalos (a — r,a +r). R, 


PROVA 
n tk); 
Seja Р(х) = Y ш, — а)*ол-ёзїто polinômio de Taylor def ema е 
к=о Kk! 


sejaR,(x) —f(x) — Р„(х) o resto de Taylor correspondente. Observe que P,(x) 


EXEMPLOS 
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é a n-ésima soma parcial da série de Taylor D а); daí, esta 


Te 
pE 
série de Taylor converge para f(x) se e somente T = lim (x). A última 

m 


condição é equivalente a lim [f(x) — P,(x)] = 0; isto é, é equivalente a 
roue 
lim R,(x) = 0. 
noto 
Agora suponha que | f”(x)| = M se verifica paraa — r < x < а + repara 
todo inteiro positivo n. Pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange 


Fº) 
(п +1)! 


para algum c entre а ex. Daí, parax em (a — r,a + r) temos 


(Teorema 2, Seção 5, Cap. 12), К,(х) = (х — ay *! se verifica 


ape n+1 


pepe [шы 
e= ШШ E MA 


E 

A série infinita У — — — — 

o (К+1)! E 

tanto seu termo geral converge para zero; istoé, lim += —= 0 Daí, 
os UE d. 


к+1 
| converge pelo teste da razão, e por- 


já que M é constante, a desigualdade | К„(х)| = М E mostra que 


(n + 1)! 
lim Rolo =0 se verifica para todos os valores de x no intervalo (a — r,a + ғ). 
Portanto, a série de Taylor converge para f(x) e a prova está completa. 
Os exemplos seguintes nào somente ilustram o uso de Teorema 1, mas 
também mostram séries de potências que são tão importantes e deveriam ser 
memorizadas para uso futuro. 


Justifique as seguintes expansões em séries de potências: 


x g ж 
ё*= 1 uda ta + *** para todos os valores de x. 


3! 


SOLUÇÃO 

No Teorema 1, coloquemos f(x) = e” e a = 0, observando que f é infinita- 
mente diferenciável em (— 20,0) e que f(x) = e” se verifica para todos valores 
den = 1. Ser é algum número positivo, então, para x no intervalo (—r,r), 
temos 


já que x < r. Assim, colocando М = e” no Teorema 1, concluímos que 


& 
S 
о 


„ёш, 


= Kl 


se verifica para todo valor de x entre —r e г. Já que podemos escolher r tão 
grande quanto nos agrade, então e^ = 1 + x + 22/21 + 2/31 + .. „ве verifica 
para todos valores de x. 


x5 9 xi 
senx=x— — —L + == +" para todos os valores de x. 


To ШШ 


SOLUÇÃO 

Derivadas sucessivas de sen x nos dão somente +sen x ou +cos x. Em 
qualquer caso, |р," sen x| = 1, assim podemos colocar М = 1 no Teorema 18 
pode ser escolhido táo grande quanto nos agrade. Entáo 
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cos O senÜ cos0 , sen0 , ,cos0 s 
sen x =sen 0 + x= 3 с e 


П a q йс шш: 


cy = 
m hon verifica para todos os valores de x. 


istoé, senX — X — 

З cosx=1 : dá x ara todos os val d 
cos x = =P ШТ. - para s os valores de x. 
SOLUÇÃO 


Esse desenvolvimento pode ser obtido essencialmente da mesma forma 
como o desenvolvimento de sen x foi obtido no Exemplo 2. Contudo, é mais 
interessante obter a série de potências para o co-seno diferenciando asérie de 
potências para o seno como segue: 


cos x = D,senx — D. | 


mS Uum 
Ws ww 


Algumas consegüéncias elementares dos desenvolvimentos obtidos 
acima são mostradas nos seguintes exemplos. 


1 Bos x 


EXEMPLOS 1 Encontreum desenvolvimentoem série de poténcias para — ¿0 
х 

SOLUÇÃO 
x 
[in 

assim 

x* s 
— cos x - = ara todos valores de x 
|ы 4l 8! a 


Daí, para x + 0, 


е2 
2 Encontre um desenvolvimento em série de potências para | e” di. 
"0 


SoLucAo "ur 


" Es 
Substituamos x por t? no desenvolvimento e* = E ту Para obter 
ор 2k 
f k=0 
- Daí, 


х2к+1 


NIC a) d= D Du - =, Dk + IT 


k=0*0 :=0 
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3 Estime 1/е com um erro menor de 5/10*. 


SoLUCAO 


to ip . rm x тл 
go =à k! 10—177 a a NA 


Aproximando 1/e usando somente оз primeiros sete termos, segue-se do 
Teorema de Leibniz que temos um erro não maior que o valor absoluto do 


primeiro termo omitido, ji = xs < T Daí, 
1 Y 1. J 1 39 
LE odo t rtp o emet DEB ru 
e ta T0 Do M4 ^ 


Agora nós reunimos alguns dos mais importantes desenvolvimentos em 
séries de potência obtidas nessa e na seção anterior. 


(ЖА 


{ \ E 
ej=1 = — para x 
1g- и 
r \ 3 2$ 3 E 2k+1 
ў ) x? x (“1% 
isenx i- +— ==> pes A ex ЖО 
dus B MEE E aj E 
ү 2 > (dk 
3 cos x 1 +" Lem (IP! para x 


2! 


к. kl 

CE pls «f 
(pee! 
26+ 1 


4 (1+ х) ех 


para|x | < 1. 


Ф 
1—x-x*—x*4x*—:- Y (-1)* paraje) < 1. 


É claro, desenvolvimentos em séries de poténcia adicionais podem ser 
obtidos através dos 7 acima por várias substituições. Por exemplo, se t = 0, 


então 
AR 
/ fe y e d m 
ul АШ. tara 
segue-se pela substituição x = х/т na expansão acima em série de poténcias 
para cos x. 


Conjunto de Problemas 8 


"m Nos problemas 1 a 16, encontre a série de Taylor para cada função no valor dea 
indicado. (Em alguns casos pode ser mais fácil desenvolver a série de Taylor come- 
cando com uma expansáo em série de Taylor conhecida de uma função relacionada.) 


1 f(x)-senxema = 7/6. 2 f(x)=/xema=9. 
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3 /(х)=1/хета=2. 4 f(x) = xà ета= 1. 
5 f(x)- &emaz4. 6 (х) = cos xema = a/6 
7 Го) = /х—1ета=2. 8 f(x) = cos x ema = л/3. 
9 f(x) =ѕеппхета = 0. 10 у(х) = cosh хета = 0. 
п б) = е ema- 0. 12 fi) = ет а= о. 
-x 
senx Р 
13 сак x SO у 14 л) = | sent? drem a 0. 
1 sex=0 ы 
fan (In (1+ х) sex 4&0 
15 "TE Sew egg = 16 ej-l"! ema - 0. 
1 sex=0 (1 ѕех = 0 


17 Encontre a expansão em série de Maclaurin рага sen?x. (Sugestão: sen?x = 1 — 
cos 2x). 


x 
18 Encontre a expansáo em série de Maclaurin por [ et dt. 


19 Ache o valor aproximado de e-9** com um erro não maior que 5/105. 
20 Sef é uma funcáo polinomial de grau n e a é uma constante qualquer, prove que 
(a) f pode ser representada na forma 


f(x) = eo + а(х — a) + ex(x — ay? ++ + ос ay. 


(b) Os coeficientes co cs, ..., Cn na parte (a) são unicamente determinados pela 
condição que 


Sa) 


gi para к = 0,1,2,...,n. 


Ck 


21 Se fix) = tan”! x, encontre uma fórmula para fº”(0). (Sugestão: Use a conhecida 
expansão em série de tan! х.) 


22 Suponha que V by(x — ae Y) cix — a)” são duas séries com raios de con- 
БЕ pz 
vergência positivos. Se existe s > O tal que 


Хм а Зав 


se verifica para todos valores de x сот |х — a| < e, prove que by = с, para todo 
inteiro não-negativo k. 
Nos problemas 23 a 28, encontre a expansão em série de Maclaurin para cada 
função е indique o intervalo de valores de x para os quais a expansão é correta. 


1, 
23 у(х) ет" 24 f(x) = (1+ x2) 25 (== 
26 f(x)=senhx? 27 f(x)22* 28 f(x)=xsenx 
Nos problemas 29 a 33, use a expansão em série de Maclaurin f(x) = У) cx" e o 
fato que c, = f(0)/k! para encontrar o valor de derivada de ordem sapediar indiciis. 
29 f"*(0) onde /(х) = xsenx. 30 /'1®(0), onde f(x) = cos x^. 31 f47(0), onde f(x)= | 


32 f"9(0) onde f(x)=xe"". 33 f290) onde f(x)=In (1 + x?) 
34 Sejaf a função definida por 


) 


et рагах #0 


0 рага х = 0. 


fe 


676 CÁLCULO 


(a) Esboce o gráfico de f. 

(b) Encontre f'(x), f(x) e f"(x) para x + 0. 

(c) Prove por indução que, para todo inteiro positivo п, existe uma função polino- 
mial Р (dependendo de п) tal que /'"(x) = РПА). f(x) se verifica para x + 0. 


ШЕ 
(d) Usando (c), prove que lim й ).. O para todo inteiro positivo n. 
noto X 
(e) Mostre que f é infinitamente diferenciável em (—%,%) e que f™(0) = 0 é para 
todo inteiro positivo n. 


(D Mostre que f nào pode ser expandida como uma série de potências numa 
vizinhança de 0 


35 Suponha que a série de potências У) cur — a) converge ao menos para x no in- 
o 
tervalo (a —r,a +r), onder > 0. Define-se a função; porfix) = È cdx — a)" para 
т» 
а-г €x < а +r. Prove por indução que, para todo inteiro positivo п, 


уе) = x k(k = Lk — 2) = (k — n + L)e,(x — аў”, 


paraa=r<x<a+r. 


9 A Série Binomial 


Colocaremos agora o problema de encontrar o desenvolvimento em 
série de Maclaurin da função f definida por f(x) = (1 + x)", onde p é uma 
constante e | + x > 0. Já que f'(x) = p(l + 1)", temos 

(+ x)(x) = p/(x). 
Suponha que f pode ser desenvolvida numa série de Maclaurin 
f(x) = co + сух + сох ex + 


Entao, 


Ls + Seg" pes, 


assim como 


@+х)/(х)= Р) + х) 

= (с  2ex + 3сух® + 000) + (сүх + 2с,х? + 3037 +) 
€, + (2, + €,)x + (Зе, + 20,)x? + (de, 305) +++. 
A condição (1 +x)f'(x) = pf(x) portanto se torna 


€, + (2с; + с,)х + (Зез + 2с›)х® + (des + Зоз)х? + ee 


= peg + pe x + peax? + peax? +. 


Igualando os coeficientes de potências iguais de x nessa equação (veja o 
problema 22 na Seção 8), temos 


titã due pe, xad fpe. du SG ром 


e assim por diante. Evidentemente (n + l)c,4, + me, = pc; isto é, 
—n Р 3 
[s P "i c, se verifica para todo n > 0. Daí, 
n+ 


TEOREMA 1 
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(2-1, 


3-2 os 


e assim por diante. Já que (0) = (1 + 0)” = 1” = 1, segue-se que со = 1. 
O cálculo acima sugere a fórmula geral. 


n fatores 
A 


ps ———— 
MIES (р-п+1) 
> n! 

para л = 1, e isto é facilmente confirmado por indução matemática (problema 
17). Assim, colocando c, = 1, obtemos a série de potências 


Tarsis y (p- Е+1) к 


k=0 k=1 kt 


que é conhecida como uma serie hinomial 
O leitor deveria observar que nós realmente não provamos que a equa- 


ção 
x 
(+x 2 Y ux 
k=0 


é verdadeira. O que nós mostramos é que, se a função f pode ser expandida 
numa série de potências, a equação acima se verifica pelo menos para valores 
Чех num intervalo aberto em torno de 0. Contudo, nós podemos agora provar 
о seguinte teorema: 


Expansão de uma série binomial 
Sejap uma constante qualquer positiva que não seja zero nem um inteiro 
positivo. Define-se 


c UU — 1p =2) (p n1) 


to=1 e s 
ы n! 


para cada inteiro positivo n. Então, 


(i) ey = E c, paran > 0. 
n+1 


(ii) A série binomial У, c,x^ tem raio de convergéncia R = 1. 
ко 


(ii) Para |х| < 1, 


p(p— 1) з , pp 102) з 


l+xP= K= " = -— 
(1+ x) le 14 px 31 х? + 


PROVA 

(i) Nenhum dos coeficientes cp, су, Ca, .. -é igual a zero já que, sec, = 0, um 
dos fatores p, p — 1,p — 2, ...,p — п + 1 no numerador da fração que 
define c, teria que ser zero, assim p seria um inteiro não-negativo — 


contradizendo a hipótese. A relação с, у = p | c, certamente se 
== 
verifica, já que foi usada originalmente para gerar os números Co, С, C», 
.. (Veja o problema 18 para uma verificação direta.) 
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^ 
= dim 2 
ET) 


convergência da série de potências é dado por А = !/1 = 1 (Teorema | da 


(ii) lim ei] 


п» +9 


lim 


Cg | nto 


1; daí, o raio de 


p= 
n+1 


Seção 6). 
(ii) Define-se a função g por g(x) = У CX". A série de potências X Сх“ foi 
keo [x 


montada em primeiro lugar como sendo 
z © 
{1 „әй Y nt — BY дал 
к=о к=0 


para |x| < R; daí, (1 + x)g'(x) = pg(x) se verifica рага |x| < 1. (Para entrar 
em detalhes, veja o problema 8.) Usando o fato de que (1 + Je (х) = 
ре(х) para |x| < 1, calculemos como se segue: 


(1 + х) (х) — д(х)р(1 + xy7* 
(1 xy? 


q a Га + x)0 (х) — ра(х)] =0 


(1 x) 
pa 
para |x| < 1. Segue-se que n: i é uma constante, digamos 
0) _к | < 1. Colocando x = 
@+ ‚рага |х| < 1. Colocando x = 0, encontramos que 
0 
= nis = g(0) = со = 1. Portanto, 


g(e)=K(1+x)P=1-(1+x)P=(1+x) para |х| < 15 


isto é, 


А 
Es El == к 
(1+ х)? = g(x) = аә se verifica para |x| < 1. 


EXEMPLOS 1 Encontre uma expansão em série de potências para 1 + x, |x| < 1. 
SoLUÇÃO 
Coloque р = Уз no Teorema 1. Assim, co = 1, су = Ya, с, = —1/9,c; = at, 
em geral, 


(ф-—-п+ 1) u =80 —6)-- [1 3 =] 
Sul 


(—1)'*12°5-8-11--(30—4) 


3n! 


para n>2, 


e portanto 
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2 Use os primeiros três termos da expansão obtida no exemplo 1 para aproxi- 
mar x/28. Dê um limite para o erro envolvido. 


SoLUÇÃO 
Naturalmente, desejamos usar o fato de que 4/57 = 3. Assim, escrevemos 


308 = УЭТ +1 = JM + М) = VY A 


ж =3у1+5. 


Colocando x = 1/27 no Exemplo 1, obtemos 


com um erro não maior que */s1(1/27), já que a série (fora o primeiro termo) é 
alternada e o teorema de Leibniz se aplica. Portanto, 


28 = 331 +24 = 3(6881) = 3,036579.... 
Essa é uma aproximação inferior а N/28 com um erro não maior que 


/ 3 
ye N (>) < 0,0000095. (O valor real de 4/28 é 3,03658897... .) 


3 Encontre a expansáo em série de Maclaurin para junto com uma 


"ELO: 
cota superior para o valor absoluto do erro envolvido na aproximacáo de 


1 


—== pelos primeiros л termos da série. 
SE: 


SOLUÇÃO 


= (1-- x) 12, assimp = —/a no Teorema 1, e 


йге 2) (-¿-n+1)= (2n — 1). 
A expansão desejada é 
1 Я Е 12387 (= 1) 
т =l- +i tao 1+ 1 == — at 
ITE e US a ) Е 


рага |x| < 1. Se 0 = х < 1, asérieéalternadae seus termos decrescem em valor 
absoluto, daí, pelo teorema de Leibniz, 


no Bia Ss Tess (Ok — T 
E gi Y (iy. 2 лаа d 
aii PE Ka 2k 


T 3 Laa To De d a 
com um erro nào maior em valor absoluto que — — "ger x’ 
Z'n! 


o 


valor absoluto do primeiro termo omitido. Se —1 < x < 0, à série não é mais 
alternada e o teorema de Leibniz nào se aplica. Entretanto, nesse caso 
podemos usar o teorema de Taylor com resto de Lagrange para concluir que o 
valor absoluto do erro envolvido na aproximação acima não ultrapassa 


ret 10! 


| R,-i(x)] mi [к ondex«c«0 e (х) = (1 х) 1. 
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4 Use os três primeiros termos da expansão obtida no exemplo 3 acima para 
aproximarl/V/15. Dé um limite para o erro envolvido. 


SOLUÇÃO 
1 -1/2 13)- 1/2 

g - gs ЖЕ 

мі 
Pelo Exemplo 3, com x = — 1/16, 

(1-397 =1— (@(—%) + GY- de = 3088 
x E - Mal. 8 

com um erro que não ultrapassa a iE: isl «em valor absoluto, onde 


Yi < è «0ef(x) = (1 + х)". Agora, 


3 


Г) (0 Pg 


уана) "а, 


assim о valor absoluto do erro de nossa aproximação não é menor que 


| à 5 
6| 1+" 


Já que —t/16 < c < 0, епійо18/16<1 + c < 1, assim como (15/16)? < (140%, 
1 


Za 5 < (18/15)? e o valor absoluto do erro não ultrapassa 
cy 


5 sê B ss ("= 5 
TEM se” "15115 [6 i5) BF 


Portanto, 


1 1 ү i pa 
Ex = i (= = SS... 
Jis (t El (a) 2048 pass 


com um erro cujo valor absoluto não excede (1/4)(5/15*) < 0,00003. Aqui todos 
os termos na série binomial são positivos, logo 0,25817... deve ser menor 
que o valor real de 1/\/15. (O valor de 1/4/15 é 0,25819... .) 


E 
л " TA 
5 Estime o valor de | 7 1 + x? dx e determine um limite para o erro envol- 


vido. * 


5$ошсАО 
Pelo Exemplo 1, para |x| < 1, temos 
21 +x=1+1de- pO + х9 =, 


Substituindo x por х?, obtemos 


реша 
NARA lago pé х? =. 


SÉRIES INFINITAS 


Portanto, 
1/2 
— M 
X143 dx= 
"d 
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„1/2. , 1 „1/2 
14х+| dxdx—| dxtdx+ | фх?йх——- 
uU "o “a 


2 @)(@@)* - 8000)" + AN — -— 


Fora o primeiro termo, esta última série é alternada e os termos decrescem 
em valor absoluto (veja os Problemas 21 e 22). Daí, o teorema de Leibniz se 
aplica: assim, usando (digamos) os primeiros três termos da série, temos 


„12 


Je) dx ed + (EE — GC 


"o 


)7 = 0,505084... 


com um erro cujo valor absoluto não excede (%81)(/10(*/2)"" < 0.000007. 
1 


2 
E 


Portanto, aproximando para quatro casas decimais, temos | xl x? dx 
uU 


= 0,5051. 


Conjunto de Problemas 9 


Nos problemas 1 a8, usea expansão em série binomial (Teorema 1) para encontrar 
um desenvolvimento em série de Maclaurin para cada expressão. Especifique o inter- 
valo de valor de x para os quais a expansão é correta. 


1 gm 
1— 2 J1-x* 
Yi-x 
1 


5 


vitx 


Nos problemas 9 a 12, use os três primeiros termos de uma série binomial 
apropriada para estimar cada número. Dê uma cota superior para o valor absoluto do 
erro. 


9 103 10 533 щ #17 


Nos problemas 13 а 16, estime cada quantidade aproximada para 3 casas decimais. 
(Considere um número de termos o suficiente para que o valor absoluto do erro não 
exceda 5 x 1071.) 


< am e 
13 ,/101 14 /99 15 | xx dx 
"0 
— PR 
17 Dada a seqúéncia се, c, с» Ca Ca, «tal quecy=1e Gu = ——— €, para n 2 0, 


nal 
onde p é uma constante, prove por indução matemática que 


1 
e e 1(p—-2)(p-n-1) paran > 1 


18 Seja p uma constante dada e defina-se су = 1e 


c, = (1/п!)р(р — t)(p —2)--(p—n--1) para п>1. 


4 JTF 


8 (9 xp? 
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=n 
nd 


(b) Prove que(1 + x)D, E oo =p PLZ 4] 21 


(a) Prove que Gyi => 


c, para n = 0. 


19 Compare a expansão da série Vessel 2. (1 + x) com a expansão da série 
geométrica da mesma expressão. 
20 Se a é uma constante positiva e p é uma constante qualquer, mostre que 


a + xy = a? + pa” PES pla 1) -2x2 y PP De- a pre 
21 31 


a MAR pd 
04 5 PA g 


para |x| < a. 


21 (Seja (1 +x}? = Ye para |х| < 1 uma expansão em série binomial. Mostre que, se 
р-п 


0 = х < Тел 5р, eno) си“ é uma série alternate. (Sugestão: q 
ГЕ п 
cx) 


22 Noproblema 21, suponha que p > — 1 e prove que ostermosnasérie У) cx" são 
tem 
decrescentes em valor absoluto (assim o teorema de Leibniz se aplica). 

23 O que acontece na expansão em série binomial quando o expoente p é um inteiro 
positivo? A expansão ainda está correta? Para que valores de x ela é correta? Por 
quê? 

1 | * ш 


24 Da expansão em série binomial de e do fato de sen”! x 


У 1 
encontre uma expansão em série de potências para sen”! х. 


Conjunto de Problemas de Revisão 


Nos problemas 1 a 12, determine se cada seqüéncia converge ou diverge, se a 
sequência convergir, encontre seu limite. 


[nin + 1)| senn 
l3n? + 7n/ a | n | 
fin? + 3п? — (3 & paci 
\ эт + фу" п 

, 199% (пл/2)\ 


É | 


8 (nt + (-1)7]) 


mx) M f E 


Nos problemas 13 a 16, indique se cada seqüéncia é crescente, decrescente ou não 
monótona. 


(n 1) 


1 Ж 
13 (9) 14 E 15 Er 
> п 
c m 
17 A seqüéncia In — -| é monótona? Por quê? 
n 
1 1 1 


Li 
18 Para cada inteiro positivo n, seja а, == + + + . 
ntl n+2 2n 


16 (- 


DI 


SÉRIES INFINITAS 


(a) Mostre que (a,) é uma sequência monótona, É crescente ou decrescente? 
(b) {an} converge ou diverge? Por qué? 
jl. m. d d. an P "€ 
19 Indique se a seqüéncia я s dus Шо + | é limitada ou ilimitada; 
crescente, decrescente ou кош т convergente ou divergente. 
20 Se (a,) е {ba} são seqüéncias convergentes a, = by se verifica para todo inteiro 
positivo п, prove que ,lim а. = limb, 
21 Explique cuidadosamente а distinção entre uma segúência e uma série. Р 
Nos problemas 22 a 25, encontre a soma de cada série forçando os termos através 
de somas parciais a formar uma série de encaixe. 


E k 


;j— — 23 
ES) EN 
4 1 
ч b ‚ бЕ—12Е+3) 2 ks [Uy 


26 Se (b,) é uma seqüència dada ep é um inteiro positivo fixado, encontre uma fórmula 


para a n-ésima soma parcial da série У, (by — 
х= 


brip). Supondo que lim b, = L, 
note 


encontre uma fórmula para a soma da série У, (br — bij). 
kai 


3n 
27 Encontre uma série infinita cuja n-ésima soma parcial é dada por s, 


2m+5" 
Determine se a série resultante converge e, em caso afirmativo, encontre sua soma. 


Nos problemas 28 a 31, use os resultados envolvendo séries geométricas para 
encontrar a soma de cada série 


28 A +8] 29 E 30 EM 


32 Suponha que A е B são constantes positivas e que a segiiência {an} satisfaz lan] = 


АВ" para todo inteiro positivo л. Prove que a série Y ax! converge se |x| < 1/B. 
k=0 


1 k+1 
nt =o, astrie Y ln E 


33 Critique o seguinte argumento: Já que lim 
nta 
deve ser convergente. a 


34 Usando um argumento informal mostre que a série р b, converge e se а seqüén- 
1 


cia (a,) converge, então a série Y) ab, deve convergir 


[= 
Nos problemas 35 a 38, use o teste da integral para determinar se cada série 
converge E 
5 === 36 37 т 
2 k(In k)* Ear T +k? Xe 


Nos problemas 39 a 42, use o teste da comparação direta para determinar a 
convergência de cada série 


са к? 1 k ES 1 æ 1 
” pla 4 La a 


Nos problemas 43 a 52, use algum método apropriado para saber se cada série 
converge ou diverge. Se convergir, determine se a convergência é absoluta ou condi- 
cional 


a PENA 


E к+10 

© (-1y* 

xe In (1 + 1/6) 
1-3-5: Qk — 1) 


к=з. 35k! 


E Jk«1— 


REN 


k+1 


38 2 Ink 
k=2 k 
$ 1 
2. 10k 


е к tt 
45 zug 
E 
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2 E 
si Y ш 52 Ese ge 
= к=? Ink 


1 = 


53 Estime a soma de série dada com um erro que não ultrapasse 5 x 104 em valor 
absoluto. 


o 1 = 1 
(а) У (1). b is 
ACT ЫЕ m EUIS 
54 Dê um exemplo de uma série convergente de termos positivos para a qual 
dm Зв as 
lim não existe. 
koro йу 


Nos problemas 55 a 64, encontre o centro a, o raio R е o intervalo} de convergên- 
cia das séries de potência dadas, 


а a " 
55 в—1) 56 у 5)» 
"ЖЕЛ E 
57 Y (cosnk)(x +2) 58 Y1:3:57- Qk iht 
são xe 
a 1:3:5:7--- (06-1 E 
» у am dg 10): w Уау 
E 10* 2 145-913 (4k — 3) 
E k à 
ANT QUE т] © À йр a É y 
— a 
63 y E шн 64 у(1ї+2+3+4+ + Кр?! 
És РЕТІ E 


Nos problemas 65 e 66, encontre a expansão em série de Taylor para cada função 
em torno do centro indicado a. Dê o intervalo de valores de x para os quais o 
desenvolvimento é correto 


65 f(x)=Inx,a=1. 66 f(x) x a 4. 


Nos problemas 67 a 72, encontre os primeiros quatro termos da série de Taylor 
para cada função no valor dado de a. 


67 (х) = е, а= –1. 68 /(х) = tan x, a = n/4. 


70 (х) = а (1/x), a = 2. 71 g(x)=sen2x, a = 1/4. 

73 Mostre que a série de Taylor do problema 67 realmente converge para todo valor de 
x por uso direto do Teorema 1 da Seção 8. 

74 (a) Seja f a função definida por 

8 = 1 


го) = | 
1 


para x + 0 


рага x = 0. 


Encontre a expansão em série de Maclaurin para f(x) e indique os valores de x 
para os quais ela representa a função. Mostre que f é contínua. 
(b) Encontre a expansão em série de Maclaurin para f". " k 


(c) Use o resultado da parte (b) para encontrar a soma da série Y EFIE 
75 Use séries de potências para provar que ior Я 


| tan”? tdt = x tan~’ 


o 


x—3In (1+ х) рага |х| « t. 


Nos problemas 76 a 81, use a série binomial para encontrar um desenvolvimento 
em série de potências para cada expressão. Em cada caso, especifique o intervalo de 
valores de x para оз quais a expansão é válida. 


X pe 1 
76 | Arda 


m === 78 Dl x^ 
"o Fa +x? == 


69 f(x) x а= 1. 
72 h(x)- sec x, a = n/6. 


SÉRIES INFINITAS 


79 (1—2х)'5 во (16 + x*)'^ 


82 Encontre uma funcáo/ tal quef (x) + af(x) = 0, ondea é uma constante positiva, f(0) 
=0.ef (0) = va. (Sugestão: Desenvolvaf numa série de Maclaurin com coeficien- 
tes desconhecidos. Determine então estes coeficientes.) 
Nos problemas 83 a 84, use os três primeiros termos de uma série binomial 
apropriada para estimar cada número. Dê uma cota superior para o valor absoluto do 
erro. 


ла 
83 30 84 | Ji+xax 
to 


85 Encontre a expansão em série de Maclaurin para 


(a) senx + cosx 
(b) cos? x —sen? x 
(с) tan" 
(d) 10* 
86 Suponha que a série de potências Y c,x* tem um raio de convergência positivo R 
ko 


e que a função definida por fix) = У сьх* para |x| < R é uma função par. Mostre 
уо 
que c; = 0 para todo inteiro positivo Ё. 


Nos problemas 87 a 92, a função f é definida em termos de uma série de potências. 
Escreva uma fórmula para f com um número finito de termos. 


87 f(x)=x-? S рып жа r= Y Lay 
pss sl 7! js a “om 
se зеп? у 


90 /(х)= 1 +senx + == 
21 3! 


ES 3 + 
ш E T Pam 


91 /(х)=1+хш2+ 


РО" 
ө ло) E e 


sen’ x 


“a 
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Fig. 1 A 


2 = ponto terminal 


D 


inicial 
posição de origem 


Fig. 2 


= posição final 


VETORES NO PLANO 


Até agora, trabalhamos exclusivamente com quantidades — assim como 
comprimento, área, volume, ângulo, massa, densidade, velocidade, tempo, 
temperatura e probabilidade — que podem ser medidas ou representadas por 
números reais. Como os números reais podem ser representados por pontos 
em uma escala numérica, tais quantidades são comumente chamadas escala- 
res 

Por outro lado, matemáticos e cientistas frequentemente lidam com 
quantidades que não podem ser descritas ou representadas por um único 
número real — quantidades que têm tamanho & direção. Tais quantidades são 
denominadas vetores е incluem força, velocidade, aceleração, desloca- 
mento. momento, campo elétrico, campo magnético, campo gravitacional, 
velocidade angular e momento angular. (Tratamos previamente algumas 
dessas quantidades, por exemplo, força, velocidade e aceleração, como se 
estas fossem escalares — mas somente sobre uma linha reta onde a direção 
estava implícita.) 

Realmente, um vetor é mais do que apenas uma quantidade com tama- 
nho e direção, pois este pode interagir com outros vetores e com escalares de 
algumas maneiras bem definidas. Os físicos definem vetores como sendo 
quantidades que transformam de modo particular subgrupos de simetrias, 
enquanto que os matemáticos usam uma definição ainda mais abstrata de 
vetor como sendo um elemento de um “espaço linear". Apesar disso, para 
nossos propósitos uma simples definição geométrica é bastante adequada. 


Vetores e Adição de Vetores 


Por definição. um vetor é um segmento orientado, que é em linguagem 
habitual uma seta. A Fig. 1 mostra alguns vetores. Cada vetor tem uma 
origem (também denominada ponto inicial) е uma extremidade (também 
denominada ponto terminal), sendo direcionado da sua origem para a sua 
extremidade. Invertendo a seta obtemos um vetor com direção contrária. 


É essencial que se use uma notação especial para os vetores, a fim de que 
estes possam ser distinguidos dos escalares. Neste livro usamos А, B, Ce 
assim por diante para denotar vetores. ч 

Se uma partícula é movida do ponto P para o ponto Q, dizemos que a 
partícula sofreu um deslocamento de P para Q (Fig. 2). Tal deslocamento 
pode ser representado por um vetor D cuja origem (ponto inicial) está em P e 
cuja extremidade (ponto terminal) está em Q. Quando dizemos que a partí- 
cula sofreu o deslocamento D na Fig. 2, nós simplesmente queremos dizer 
que este começou em P e acabou em Q — nào nos preocupamos em como a 
partícula vai deP aQ. Por exemplo, ela pode ter ido primeiramente deP aR e 
então de R a Q como na Fig.3. Sea partícula é primeiramente deslocada deP 
aR — chamemos este deslocamento de A — e então ela é deslocada de R a о 
— chamemos este deslocamento de B — então о deslocamento resultante é 
simplesmente D e escrevemosÁ + B = D (Fig. 3). Isto ilustra a regra da 
extremidade à origem, para somar vetores: 


Fig. 4 


Fig. 6 


э 


B 


(a) 


Fig. 7 
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Se a extremidade de À coincide com a origem de Zl, então o vetor D, cuja 
origem é a origem de À e cuja extremidade é a extremidade de B, é denomi- 
nado a soma de À e B e escrito como D = À + B 

Um vetor D cuja origem está no ponto P e cuja extremidade está no 
ponto Q é escrito como) = РО. Com esta notação, a regra da extremidade à 
origem pode ser escrita na forma 


PO = РК + RO, 


que é bastante fácil de ser lembrada. 

Se duas partículas, começando por pontos diferentes P, e Р», se deslo- 
cam em direção ao norte através de uma mesma distância, é usual se dizer que 
elas sofreram o mesmo deslocamento (Fig. 4). Generalizando, dois vetores 
que são paralelos, apontam а mesma direção e têm o mesmo comprimento 
são usualmente considerados como sendo iguais. Seguindo esta convenção, 
os dois vetores da Fig. 4 são considerados iguais, e escrevemos P 0, = POS 

Realmente, a convenção de igualdade para vetores é extremamente útil, 
pois ela implica que o vetor possa ser movido livremente sem ser trocado — 
desde que este seja mantido paralelo ao original e que sua direção e compri- 
mento permaneçam os mesmos. Assim, por exemplo, todas as setas da Fig. 5 
representam o mesmo vetor 4. 

O fato de os vetores poderem ser deslocados como se especificou acima 
implica que quaisquer dois vetores À e B podem ser trazidos para uma 
posição em que a extremidade de um coincida com a origem do outro (Fig. 6); 
portanto, quaisquer dois vetores admitem uma soma, 

Podemos também deslocar quaisquer dois vetores À e B de modo que a 
origem de um coincida com а origem do outro (Fig. 7a), a fim de que eles 
formem dois lados adjacentes de um paralelogramo (Fig. 7b). Nosreferimos a 
este paralelogramo como o paralelogramo formado por А e B. 

. Note que o vetor diagonal cuja origem coincide com a origem comum de 
A eB no paralelogramo formado por À e B é a soma de À e B, como pode ser 
visto na metade de cima do paralelogramo da Fig. 8. Olhando na metade 
inferior deste paralelogramo, vemos que o mesmo vetor diagonal é a soma de 
B e À, isto é, vemos que 


1+В=В+А. 


Esta equação expressa a propriedade comutativa para adição de veto- 
res. A técnica de achar a soma de dois vetores construindo a diagonal de um 
paralelogramo é denominada regra do paralelogramo para adição de vetores. 

Os vetores também satisfazem a propriedade associativa para adição de 
vetores. 


А+(В+С)=(А + B) C. 


como pode ser visto examinando a Fig. 9. Devido à propriedade associativa, 
ов parênteses não são obrigatoriamente necessários quando se somam vários 
vetores, e podemos, simplesmente, escrever A +B+C,A+B+C+D,A,+ 
As + Аз + ...+ A, e assim por diante. Observe que estas somas podem ser 
obtidas geometricamente por uma extensão óbvia da regra da extremidade 
à origem (Fig. 10). Por muitas das mesmas razões que fazem com que seja útil 
se ter о zero escalar, é também conveniente introduzir-se um vetor nulo, 
escrito 0. Intuitivamente, 0 pode ser encarado como uma seta que se reduziu, 
aum único ponto. Alternativamente, ele pode ser encarado como o vetor QQ 
que começa e termina no mesmo ponto Q. Assim como vetores nào-nulos 
podem ser deslocados de acordo com as condições acima mencionadas, 
também o vetor nulo pode ser deslocado de um lugar para o outro, e tem-se O 
Е = RE = = « Obviamente, о vetor nulo é o único vetor cujo 
comprimento é 0 e é o único vetor cuja direção é indeterminada. Note que 
+ 00'= PO, isto é, temos a propriedade 


A+0=4, 


o que, em linguagem algébrica, nos diz que 0 é o elemento identidade para a 
adição de vetores. 
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Fig. 
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А +(В+Су=(А+В)+С 


Fig. 9 


Se permutarmos num vetor À, a sua origem e extremidade, obtemos um 
vetor no sentido contrário chamado de oposto ou simétrico de À e escrito — À 
fs 11). Evidentemente, se À = РО, então — А = ОР. Observe que a soma 

O + ОР = PP = 0, isto é, temos a propriedade 


A+(-4)=0, 


que expressa o fato de — À ser o elemento oposto оц simétrico de A. 
Vamos agora definir a operação da subiração de vetores através da 
equação 


= 


А + (- B). 


Observe que À - Béa solução X da equação vetorial + В = À (problema 
19); isto é,À — B é o vetor que, quando somado ад, da À (Fig. 12). Mas, seA 
eB têm a mesma origem, como na Fig. 12, então À — B é o vetor que liga suas 
extremidades eque aponta na direção da extremidade de À. Nos referimos а 


este método de achar o vetor diferença À — B geometricamente como а egra 
do triângulo para subtração de vetores. 


Mostre geometricamente que — (À — Ё) = B — À. 


SoLUÇÃO E = 
А Fig. 12 mostra o уеіогА — B. Seu oposto, — (À — B), é obtido invertendo 
seu sentido (Fig. 13); apesar disto, a regra do triângulo para subtração nos dá 
о mesmo vetor рага B — À. _ y Т М 

Além da identidade (A — B) = B — А, temos as identidades 

(~ А)= Ае — (А + В) = — À — B.que são facilmente verificáveis geome- 

tricamente. 

Resumindo para a adição de vetores temos as seguintes propriedades 
básicas: 


1 A+B=B+A (propriedade comutativa) 
2 А+(В+С)=(А+В)+С (propriedade associativa) 
з А+б=А (propriedade da identidade) 
4 A+(-4)=0 (propriedade do inverso) 


Usando estas quatro propriedades básicas, além da definição de subtra- 
ção de vetores, А — # = А + (й), podemos desenvolver todas as identida- 
des para adição e subtração de vetores por um processo puramente dedutivo; 
se bem que não pretendemos fazê-lo aqui. Apesar disso, a álgebra dos vetores 
é muito parecida com a álgebra escalar, e devemos tomar cuidado para não 
confundir vetores com escalares: por exemplo, uma equação do tipo А = 3 
fica sem significado desde que seu membro esquerdo seja um vetor e o direito 
um escalar. 


VETORES NO PLANO 


Conjunto de Problemas 1 


Nos problemas de 1 a 14, copie os vetores apropriados da Fig. 14 sobre umas 
һа» de papel, então determine cada vetor por meio de uma construção geométrica 


conveniente. 

=== 

| 1 

j 
Fig. 14 | ё 
14+B 2A-B«I 31+] 4 1+1 
5 —4 6 -J 7 A-B 87-4 
91-7 10 A-B+1-J n A-i-B-i 12 А-В 
13 2-1 (8-0) 1 A-B-1-] 


15 Na Fig. 15, exprima o vetor X em função dos vetores А, B, Ce D. _ _ _ 
16 Uma das diagonais do paralelogramo formado por dois vetores Ае Bé À + B. 
Expresse a outra diagonal em função de À e Ё. 


Nos problemas 17 e 18, resolva cada equação para o vetor X. 


=0 18 (4— X) - (B- X)- 


17 А+Х+В 


19 Mostre por um diagrama, ou de um outro modo qualquer, que a lei da transposição Fig. 15 
funciona para vetores; isto é, X + B = А é válido se e somente se X = A — 2. ы 
20 Umearro percorre 30 quilômetros em direção ao este, 40 quilômetros em direção ao 
norte e 30 quilômetros em direção ao este novamente. Desenhe um diagrama em 
escala e represente através de vetores os sucessivos deslocamentos do carro em 
questão. Some estes vetores usando a regra da extremidade à origem e determine 
então o deslocamento resultante deste carro, 
21 Suponha que os quatro pontos distintos P, О, R eS estejam todos sobre uma mesma 
reta. Se o vetor tem a mesma direção que o vetor RS, quais são as possíveis 
ordens para esses pontos de modo que pertençam à reta? (Por exemplo, 5, О, R, P 
significando primeiramente S, depois Q, R e finalmente P é uma possibilidade). 
22 Em todos os nossos exercícios temos desenhado vetores — isto é, setas — como 
pertencentes a um plano dado. Haveria alguma modificação se as setas passassem a 
se deslocar no espaço? 
23 O que há de errado com as seguintes equações? 


(à) Я—В—5 (b 2+3=8 (c) 4+B=0 


24 Faz sentido dizer que À > 02 


2 Multiplicação de Vetores 
- Escalares 
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por 


Se À é um vetor, parece razoável nos campos algébricos se definir 24 


pela equação 24 = À + À. Usando a regra da extremidade à origem para se 
somar À consigo mesmo, achamos 2À, que tem a mesma direção que À, mas 
que é duas vezes maior (Fig. 1). Generalizando, usamos as seguintes regras 
para multiplicar um vetor À nor um escalar s: 
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1. Ses >0, entãosÃ é o vetor de mesma direção que À. 56 que s” vezes 
maior. 
2. Ses < 0, então sÁ é o vetor de direção oposta que À, só que “j|” 
vezes maior. Й И 
Naturalmente entendemos que 54 = 0 ses = 0 ou À = б (ou ambos) 
А Fig. 2 nos mostra um vetor À е alguns de seus múltiplos escalares. 
Observe que (—1)А = — À. Generalizando, 


Fig. 2 


vale para todo escalar s e todo o vetor À. (Por quê?) 

A multiplicação de um vetor por um escalar s > 1 "amplia'' o vetor de 
um fator s, enquanto que a multiplicação de um escalar 0 < s < 1 “reduz” o 
mesmo de um fator s. Se todos os vetores que aparecem em um diagrama 
(Fig. За) são multiplicados pelo mesmo escalar positivo s, s + 1. então o 
diagrama resultante é um diagrama ampliado (Fig. 3b) ou reduzido (Fig. 3с) 
em relação ao diagrama original, de acordo com s > 1 ou s « 1 respectiva- 
mente. Na Fig. 3, observe que A + B = C pela regra da extremidade à origem 
ou da mesma forma, зА + 80 = sC. Substituindo da primeira equação para a 
segunda, obtemos a importante propriedade distributivasÃ + sB = s(A + B), 
s > 0. Agora suponha que s > 0 de modo que —s < 0. Usando a propriedade 
distributiva acima. obtemos 


= (—:)(4 + Bk 
S JU sB 
2 У E AB 
= — A 
a га 
S sC 
s>1 0<s<1 


(а) 


Fig. 3 


daí, a propriedade distributiva funciona para escalares negativos do mesmo 
modo. Como obviamente funciona quando s — 0, temos 


sA  sB = s(A + B) 


para escalares s e para todos os vetores À e B. 
Existe uma segunda propriedade distributiva utilizando-se dois escala- 


res e um vetor 
ЗА +1А = (s +1)A. 
Esta éuma consegiiência óbvia das regras para multiplicação por escala- 


res quandos ef são ambos não-negativos. Se o leitor verificar os outros casos 
possíveis, ficará claro que a equação vale para todo escalar s e 1. 
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Além das duas propriedades distributivas, temos um tipo de propriedade 
associativa para a multiplicação por um escalar. 
(st)4 = s(r4). 


que pode ser confirmada geometricamente por simples consideração dos 
vários casos possíveis para s e f serem negativos, positivos ou nulos. 

As propriedades básicas para multiplicação de um vetor por um escalar 
podem agora ser resumidas. 


1 (st)À = (А) (Propriedade associativa) 
2 s(A+B)=sÃ+sB (Primeira propriedade da distributividade) 


3 (5+ 10)А4 = 54 +14 (Segunda propriedade da distributividade) 
414 = 4 (Propriedade da identidade multiplicativa) 


Estas quatro propriedades, juntamente com as quatro propriedades bá- 
sicas para adição de vetores (Seção 1), podem ser consideradas como postu- 
lados e usadas para dar um desenvolvimento puramente dedutivo da álgebra 
dos vetores. Se bem que não efetuamos tal desenvolvimento, nós agora 
comunicamos que não haverá realmente surpresas, e a utilização das regras 
da álgebra dos vetores vem a ser tão grande como a álgebra comum para os 
escalares. Algumas das regras importantes estão relacionadas abaixo: 


—s)A = – (54) 
1)4 


9 Ses = 0,entáos = 0 ou 4 = 0 (ou ambos). 
10 s(4 — B) = så — sB 
11 (5— 0)А = sA -tA 


Ses é um escalar não-nulo cÀ é um vetor, a expressão (1/s)4 é freqüen- 
temente escrita como 4/s. Desse modo, quando falarmos emdividir o vetor À 
pelo escalar não-nulo s, queremos dizer multiplicar À por 1/s. 


EXEMPLO SejamP, О е К três pontos em um plano e seja M o ponto médio do segmento 
de reta PO. Mostre que RM = 1/2 (RP + RO) (Fig. 4). 


о 
M 
^ Р 
Fig. 4 
SOLUÇÃO EN m icum 
Evidentemente, PA = 1/2 PO pois M é médio de РО. Por conseguinte, 
= жї. э " "T" 
RM = КР + РМ (regra da extremidade а origem) 
= RP +iPO (substituição de igualdades) 


= ЕВ + ко = RB) (regra do triângulo para 
subtração) 
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DEFINIÇÃO 1 


ТЕОВЕМА 1 


EXEMPLO 
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= RP +180 —!RP (regra 10) 

=(L— RB +180 (regra 11) 

— IRP + {RG (aritmética escalar) 

= A(RÉ + RO) (primeira propriedade distributiva). 


Para mostrarmos que os dois vetoresÃeB são paralelos, devemos 
mostrar que um deles (qualquer um) é um múltiplo escalar do outro. Real- 
mente tomaremos isto como nossa definição oficial. 


Paralelismo de vetores b es 2 

- Diz-se que os vetores А eB são paralelos se existe um escalar s tal que А 
—sB ou se existe um escalar r tal que B = 1À. Dois vetores À e B que não são 
paralelos são ditos linearmente independentes. 

SeA =sB, coms > 0, dizemos que À е B não são somente paralelos, mas 
que têm o mesmo sentido; mas ве А = sB coms < 0, dizemos que À e B são 
paralelos mas têm sentidos contrários. 

Observemos três consequências simples da Definição 1. Primeiramente, 
qualquer vetor é paralelo a si mesmo. (Por quê?) Segundo, o vetor nulo é 
paralelo a todos os vetores porque, se А é um vetor qualquer, então 0 = 04. 
(Isto é razoável, visto que o vetor nulo tem uma direção indeterminada.) 
Terceiro, se dois vetores são linearmente independentes, então nenhum dos 
dois pode ser nulo, visto que o vetor nulo é paralelo a todos os outros vetores. 

O teorema seguinte mostra uma importante propriedade de dois vetores 
linearmente independentes (isto é, não-paralelos). 


Independência linear de dois vetores 


Se À e B são vetores linearmente independentes, então os únicos escala- 
res tais que sA +В = 0 sãos = (ег = 0. 


PROVA 


Suponha que sÃ + 1B = 0, mas que pelo menos um destes escalares não seja 


di li cus Te w = 
nulo. Então 5е з = 0, temos q (84), (8). 0=0, ошл +B 


PSAL Ns 
—0; isto é, A = (-Ja 
8 
Analogamente set + 0, temos B = (—з/г)А. Em qualquer dos casos, os 
vetores А e B são paralelos — dai, por definição, nào são linearmente 
independentes. Portanto, se À eB são linearmente independentes, a equação 
зА +В = 0 só vale ses =t = 0. 
Suponha que À e B sejam linearmente independentes e que 
(3x — y)A + (1 —x)B=74 + yB. 
Calculex ey. 


SOLUÇÃO 
Da equação dada temos 


(3х-))4—7А+(1—х)В—уВ=0 


ou 


e 


(3зх—у—7)А+(1—х—у)В= 


Como А e B são linearmente independentes, o Teorema 1 implica que 
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Resolvendo este sistema de equações escalares a duas incógnitas, acha- 
тоѕх = 2еу= – 1. 

Uma expressão da formasA + (Ë é denominada combinação linear dos 
vetores À e В com coeficientes s e t. Dizer que À e B são linearmente 
independentes é equivalente a dizer que o único modo de se obter Ô como uma. 
combinação linear de À e B é fazendo ambos os coeficientes iguais a zero 
(problema 28). 


2.1 Vetores da base canônica 


Lidando com vetores em um plano, é frequentemente útil escolher-se 
dois vetores perpendiculares de comprimento unitário e representar todos os 
outros vetores do plano pela combinação linear destes dois vetores. Os dois 
vetores escolhidos, denominados vetores de base (ou básicos), são comu- 
mente denotados pori ej (Fig. 5). Em nossos diagramas, usualmente toma- 
тоз? como um vetor horizontal apontando para a direita ej um vetor vertical 
apontando para cima. Apesar disso, i ej podem ser deslocados no plano como 
todos os vetores, assim sendo, podemos representá-los comumente com a 
mesma origem О. 

Naturalmente, se tivermos um sistema de coordenadas cartesianas ou 
dolares previamente estabelecido no plano, tomamos O para sera origem ou o 
pólo. A base i, j é denominada base canônica. Observe que f ej são linear- 
mente independentes. E 

Para ver que qualquer vetor R do plano pode ser representado por uma 
combinação linear de / ej, argumentamos da seguinte forma: Faça com дие? 
recaia sobre o eixo positivo x cj recaia sobre o eixo positivo y. Desloque o 
vetor R dado de modo que sua origem coincida com a origem O e que sua 
extremidade seja o ponto Р = (x; y). 

Trace perpendiculares do ponto Р aos eixos x e y, encontrando os eixos, 
respectivamente, nos pontos $ = (x; 0) eT =(0;y) (Fig. 6). Sex > 0. entãoxi é 
um vetor de mesma direção quei, só que x vezes maior: rri дех «0 
também teremos xi = OS. (Por qué?) Analogamente ) OT. Pela regra do 
paralelogramo, 


| 
| 


R=0P=08+0T=xi+ уй 


S=(x,0) 


Fig. 6 


daí, R é expresso como uma combinação linear deiej. Os númerosx ey são 
denominados os componentes (escalares) do vetor R em relação à base 
canánica С. Quee que estas cosuganentas são simslesmente ag code 
nadas da extremidade de R quando sua origem se encontra na origem dos 
eixos coordenados. 

Agora suponha queÁ =, =P Py, ondeP, = (ху; уу) ePs = (xa y) (Fig. 7). 
Então OP; = xii + уу е OP, = xá + yj: daí, pela regra do triângulo para 
subtração, 


A= P,P, = OP, — OP; 
= (xai + yaj) — Gai i) 
= ху + у] —хуЁ— у] 


xx t yaj — Ya) 


EXEMPLOS 1 
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Fig. 7 
Em palavras. as componentes escalares do vetor PP; sào as diferenças 


entre as coordenadas de P. e as correspondentes de P,. 


SeP =(-2;5) eQ = (7:3). represente os vetores OP's PO em relação à base 
canônica. 


SoLUÇÃO 


PRA . NUS 
OP--—2i-5 e PQ-[1— (-2]]i - [8 — 5]j = 9i — 2]. 


Use vetores para determinar as coordenadas de um ponto a 3/4 da distáncia 
entre (—5; —9) € (7; 7). 


SOLUÇÃO 
Marque Р = (—5; -9 e O (7; 7). Seja R(x, y) o ponto desejado (Fig. 8), de 
modo que PR' — 3/4 PO” Agora, OR = op = ОР + 3/4 РО. Como 
OR=xi+y OP--5i-9j e 
РО =[7—(—5)|ї + [7 — (—9)]} = 12i  16j, 
T 
4 
0=@,л) 
Fig. 8 


a equação OR = OF + 3/4 PO pode ser colocada na forma 
SEN x ara 4 Was > 
xi+ у = —5i— 9) + n (12i + 16j) 
= —Si— 9j + 9i + 12j 
— 4i 4- 3j. 


EXEMPLO 
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Então 


(x — 4)i- (y —3)=0. 


Visto que ej são linearmente independentes, a última equação implica 
quex —4=0ey —3 = 0. Portanto (x; у) = (4; 3). 


Mostre que, se dois vetores são iguais, então suas componentes também o 
são. 

SOLUÇÃO 

Sexi +j =al + bj, então (x -a)i + (y -b)j = 0. Visto que ѓе são 
linearmente independentes, a última equação implica quex —a =0ey —b = 
0; isto é x =4 ey =b. 

Cálculos com vetores dados através das componentes são realmente 
muito simples, pois os vetores podem ser somados, subtraídos ou multiplica- 
dos por escalares apenas somando, subtraindo ou multiplicando por um 
escalar os componentes respectivos. De fato, se 4 = ai + bj e B =ci + dj, 
temos 


1 A+B=(a+ci+(b+ad)j. 
24-B=(a-ci+(b-d)j 
3 tA = (ta)i + (th)j. 


Estes fatos são facilmente verificáveis usando as identidades de soma e 
multiplicação de vetores por escalares; por exemplo, para confirmar a se- 
gunda equação, calculamos como se segue: 


A-B=A+(-B)=ui+bj-ci-dj=ai-ci+bj—dj 


(a — c) + (b — d). 


Se A = 27 + I7j e B = 13i — 3j, ache (a) A + B, (b) – 74, e (c) - 7А - Bem 
função de suas componentes. 


SoLUÇÃO 
(a) e B= (2 + BB) + (17 — 3)j = 157 + M, 
(b) — —7(21 + 177) = — 14i — 119]. 
(с) ud B = (—14i — 1197) — (13i — 3j) 


-(-14— 13)i4 (—119 4 3)j = —27i 116) 


Se fixarmos uma base padrão 7, J, então um vetor А = xi + yj ambas 
determinam e são determinadas por sua componentes escalares x ey. Poresta 
razão, o vetor À = xi + yj é algumas vezes denotado pelo par ordenado (x, y) 
de suas componentes e escrito А = (x, у). Assim, no exemplo anterior 
tinhamos А = (2, 1 e B 13, —3), daí 


A+ B= (2+ 13,17 —3) = (15,14), -TA = (—14,— 19%, 
1 -B-«-—14-18,—1194- 324—277, —116X. 


O leitor poderá utilizar a notação de par ordenado para vetores sempre 
que lhe parecer conveniente. 


Conjunto de Problemas 2 


Nos problemas la 5, utilizando os vetores apropriados da Fig. 9, determine cada vetor 
através de uma construção geométrica conveniente. 
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- B 
————- 7 r 
ES 
Fig. 9 
1% 2 3i -3j 3 1-37 
pArA x 3(3 - B) - 2i 


6 Na Fig. 10, PORS é um quadrado e T é o ponto médio de SR! Expresse PT'em 
função de PO e OR. 

7 SejamÃ = РОВ = PR'e С = PS, onde 5 pertence ao segmento de reta OR e está a 
3/8 da distância de Q a R (Fig. 11). Determine С em função de À e B. 

8 Generalize o problema 7, trocando 3/8 por uma fração qualquer t, 0 «t < 1. 


Nos problemas 9 e 10, seja A =4 +2) B = — 3i + 4j, eC = — 5i + 7. 
9 Ache (a) À + Br (D À —B. 
10 Ache (a) 2А + 3B; (b) 7А — 5С. Sis 3 
м А n ig. 
Nos problemas 11 e 12, seja А = (4. 2), 8 = (73.4 e 2(—5,). 
11 Ache (a) SÊ + 2С; (b) 4B — С. 
12 Ache (а) 3А + 4€; (b) SÁ — 2С. 
Nos problemas de 13a 19, sejad = 27 + 7, B-i-G,eC€ = —5i +10. 
13 Ache: 
= >> A+ B РЕ 
(a) 4+8 (b 4-B [8 — (d) sã +1B + UC 
14 Mostre que À e B são linearmente independentes. 
15 Ache escalares s e 1 tais que УД +В = C. "m 


16 Mostre que todos os vetores do plano podem ser obtidos como uma combinação 
linear de À e B. 


17 Resolva a equação vetorial (3x + 4y — 12)4 + (3x — 8y)B = 0 para x e y. 
18 Ache o escalar s tal que sÃ + В seja paralelo а С. 
19 Resolva a equação vetorial (x — y)4 = (3x + 2y)B — 4 parax ey. 
20 Na Fig. 12. seja А = PO; B = PR? Р5' 5А, e PT = 3B. Determine cada um dos? 
seguintes vetores em função de À e B. (a) QR (b) Ос) ST (d) SR (e) OM (D MS 
21 Sejam O = (0.0), P = (3,6), О = (— 1,3), R =(— 7, — 1), eS = (3, — 6) pontos do 
planoxy. Determine as componentes (escalares) de cada um dos vetores abaixo em 
relação à base 
(a) О? (b) OQ (PÔ — (d) QB (e) PR 
(D RS (в) PÓ+RÍ (h) 30R -535P 


22 Seja ABCD um quadrilátero e sejam P, О, R e $ os pontos médios de AB; BC; CD; 
БА, respectivamente. Prove, vetorialmente, que PORS é um paralelogramo. 


Р 
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ando métodos vetoriais, prove que as diagonais de um paralelogramo se 

т ao meio. 

Nesta seção temos tratado com vetores do plano. Quais as considerações, se é que 

- existem, que dependem disto de modo essencial. 

5 Sejam PQ dois pontos fixos distintos no plano cartesiano, Se O é a origem e r uma 

variável escalar, seja R o ponto tal que OR = ОР + (РО. Descreva o lugar 

geométrico do ponto R quando f varia. Esboce um diagrama. 

26 Se À е В são dois vetores fixos linearmente independentes do plano, dé uma. 

| construção geométrica para mostrar como se acha escalares s ef tais quesÃ + (B = 

L.. €, onde C é um vetor arbitrário do plano. 

27 SeÁ =uB, ondeu é umescalar, mostre que existem escalaress et ambos nào nulos. 
tais que sÃ + :B = 0. 

28 Mostre que dois vetores À е В são linearmente independentes se, e somente se, о 
único modo de se obter 0 como combinação linear de À e Й é fazer ambos os 
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coeficientes iguais a zero. 


3 


DEFINIÇÃO 1 


EXEMPLO 


Produto Escalar, 
Comprimentos e Ângulos 


Nas Seções 1 e 2 vimos que os vetores podem ser somados, subtraídos e 
multiplicados por escalares. Os vetores também podem multiplicar vetores; 
de fato, existem vários produtos diferentes definidos para vetores, cada um 
deles com sua notação particular. Um dos mais úteis é о “produto escalar” 
de dois vetores А e B, que é assim denominado tendo em vista que oresultado 
da operacáo é um escalar (e não um vetor) e sua notação é À -B. Nesta seção 
definiremos e estudaremos o produto escalar (também denominado produto 
interno) e calcularemos o comprimento de vetores, ângulos entre vetores e 
projeções de vetores sobre outros vetores, usando o produto escalar. 

Comecaremos com uma definição geométrica de produto escalar. 


Produto escalar de vetores 
Sejam À e B dois vetores com comprimentos (amplitudes) a e b, respec- 


tivamente, e seja 6 o ângulo entre À e B (Fig. 1). Então oproduto escalar de À 
e B é definido por 


1: B = ah cos 0. 
(SeÀ ou Ё for o vetor nulo. o ângulo 9 é indeterminado; mas neste caso a = 0 
ou b = 0 de modo que À B = 0.) 

Observe que o produto escalar de dois vetores é um escalar e não um 
vetor. Para medir o ângulo 8 entre os vetores À е B, podemos sempre deslocar 
A eB.de modoque estes tenham uma origem comum (como na Fig. 1) eentão 
usamos um transferidor como de hábito. Expressamos ângulos em graus ou 
radianos. 


Se o comprimento de À é de 5 unidades de comprimento e о de B é de 4, 


е 


ea 


calcule А -B dado que o ângulo 9 entre eles é: (a) 0 = 0. (b) 0 = 
EI 


(4 (1) = 2 
Y4) cos (7/2) = (5)(4)(0) = 0. 
)(4) cos (57/6) = (5)(4)(— ‚/3/2) = — 10, /з 


Арога suponha que Ã seja um vetor não-nulo de compri шшщ Сотоо 
ângulo entre À e simesmo é zero, А.А = aa cos 0 = a?; lógo,a = VÄ “À. Por 


EXEMPLO 
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outro lado, se А = 0, então А.А = бе YA Á ainda dá o comprimento de À. 
Usamos o símbolo [А | para o comprimento ou norma do vetor A; daí termos 
as fórmulas 

A-A=|A4[?* e |4]=,/4'4 


Usando a notação |A| е |B| para os comprimentos dos vetores А e B, 
podemos agora estabelecer a fórmula do produto escalar como 


T: B= |4||B| cosi, onde 6 é o ângulo entre À eB. 


Sejam Г e j os vetores de base canônica do plano xy. Ache i-i, JJ ei. 


1? = 1. De modo análogo, j 


Como Ё = 1, segue-se que 
ў = Й.Л cos (2/2) = (1)(1)(0) 


ángulo entrei e j é 7/2 radianos: daí 


3.1 Propriedades do produto escalar 

Scjam Á c D vetores não-nulos que determinam um ángulo agudo 6 como 
na Fig. 2. Então, traçando perpendiculares das extremidades de À sobre a 
linha reta que passa por D, corte um segmento ST de comprimento 


IST] = |РО| = |PR| cos 0 — (Т cos fl 


Fig. 2 


O número (А | cos 8 é chamado a componente escalar de À sobre D ou a 
projeção escalar de À sobre D. Se À e D fazem um ângulo obtuso Ө, então 7/2 
< 0 < m; cos 9 < 0, aí a componente escalar de A sobre D é negativa. Como 
A-D =|A]||D| cos 6 = (JA| cos 9)|D|, segue-se que o produto escalar de dois 
vetores é a componente escalar do primeiro vetor sobre o segundo vezes o 
comprimento do segundo. E _ 

Note também que а componente escalar de À sobre D é dada por 

A:D 


|D] ` 


(Por quê?) Um olhar na Fig. 3 mostra que a soma das componentes escalares 
de À e B na direção de D é igual à componente escalar de А + B sobre D, de 
modo que 


Fig. 3 


1 
2 
8 
4 


VETORES NO PLANO 699 


isto é. componentes escalares são aditivas (o leitor poderia verificar diagra- 
mas apropriados para ver que componentes escalares são aditivos em todos 
05 casos, mesmo quando alguns dos ângulos forem obtusos). Multiplicando 
ambos os membros da última equação por |D|, obtemos a importante proprie- 
dade distributiva para O produto escalar. 


(4+B).D=A-D+B-D. 

Da regra para o produto de um vetor por um escalar, temos [54] = is] A | 

para todos escalaress c todos vetoresA. Sepé o ângulo entre À eB eses éum 
escalar positivo, então 6 será ainda o ângulo entre sÃ e B, daí 


(s4): B= |s4||B| cos 0 = |s|| 4] B| соз 0 = |s|(4-B)= (A > B) 


.  Poroutro lado, ses é negativo, então зА determina um ângulo т — 8 com 
B (Fig. 4) e temos 


(s4)- В = |s4||B| cos (x — 0) 


= |s|| 4] B|(—cos 0) 
= T —cos 0) 
=s|A||B]| cos 0 

=s(A B). 


Conseqüentemente (sA)-B = (А -B) vale paras + 0. Como esta equação 
também vale quando s = 0, temos a propriedade homogênea para o produto 
escalar 


(sA): В = 5(А · В). 


. Como сопѕедйёпсіа desta propriedade podemos simplesmente escrever 
sA-B, sem parênteses. 

Podemos agora apresentar as quatro propriedades básicas que governam 
o comportamento do produto escalar 


B=B-A (propriedade comutativa) 
+B)-D=A-D+B:D (propriedade distributiva) 
D-B ` (propriedade homogênea) 
А> 0 (propriedade do definido positivo). 


A propriedade comutativa é uma conseqüéncia de |А | В| cos 0 = [B| |А| 
cos Ө, e a propriedade do definido positivo é uma conseqüència do fato de que 
А-А = Ар 


Todas as propriedades do produto escalar е da norma de vetores podem 
ser deduzidas das quatro propriedades básicas juntamente com as identida- 
des desenvolvidas nas Seções І e 2. Algumas dessas propriedades são como 
se segue 


5 -B 

6 E 

7 -B 

8 

9 =A(-B) 

10 (Desigualdade de Schwartz) 
11 (Desigualdade do Triângulo) 
12 
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EXEMPLOS 1 Verifique a identidade б «(A — B) = D-À — DB usando somente as quatro 
propriedades básicas para o produto escalar e a álgebra vetorial, 


SoLucáo 
(propriedade comutativa) 
(definição de subtração) 


(propriedade distributiva) 
(álgebra vetorial) 


=4-D+(- id (B: D) 
= > A+(—I)D-B) (propriedade comutativa) 


-D.A-D.B (aritmética escalar) 


(propriedade homogénea) 


2 Déumainterpretacào geométrica para a desigualdade triangular А + B|« 4] 
E + Bl. 
SOLUÇÃO 
Usando a regra da extremidade à origem para adição de vetores, vemos que 
А + BIS JAI + IB A, B eÀ + B formam três lados de um triângulo (Fig. 5). Portanto, a regra do 


tri ¡ángulo diz que o comprimento (А + B| de um lado de um triângulo não pode 
Fig. 5 exceder à soma dos comprimentos |А | + |B| dos outros dois lados. 


3.2 Produto escalar de vetores do plano cartesiano 
O teorema seguinte estabelece uma fórmula conveniente ao cálculo do 
produto escalar entre dois vetores dados através das suas componentes. 


ТЕОҢЕМА1 Produtos escalares de vetores dados pelas componentes em relação à base 
canônica do plano 


SeA=ai+bj e B=ci+djentáoA - B= ac + bd 


PROVA 
Usando as propriedades distributiva e homogénea, temos: 


A-B= (al + hj): B = (al): B + (bj): B a(i* B) Ы: В). 
Para calcular | -B, observe que ii = 1 ef] = 0 (Por qué?); daí 


(ci) +i (0) е (7-7) = 


#Ж=-@ + =1 
Analogamente 
i B=] (а) = i) Pucca 
pois j-i = 0 ejj = 1 (Por qué?). Segue-se que 
A-B=u(i- B) - h(j: B)=ac + hd. 
Em palavras, o Teorema 1 estabelece que 9 produto escalar entre dois 
vetores é a soma dos produtos de suas componentes escalares corresponden- 


tes. Usando a notação de pares ordenados temos 


(a, b) : Ce, d) = ac + bd. 


EXEMPLO — SejaÁ = 27 + 3j c B. = 4i — Sj. Calcule (a) ÀA-B e(b) А (А — 38). 


SOLUÇÃO 
Usando o Teorema | temos: 


5)= =7. 
2i +35) (87 21j) = (2(-8) + (3)(21) = 47. 
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Uma conseqüéncia do Teorema 1 é a fórmula 
[хї | = fx? 


que diz que а norma de um vetor é a raiz quadrada da soma dos quadrados de 
suas componentes escalares. Sem dúvida, se À + yj, então pelo Teorema 
l.A-À =x? + y? e entáo A] = VÃ А = yx + y*. Observe que, se A + 0, 
então 


gli E йет. 
a а n 


1 PTS 5 i 
dai, , 4 é um vetor de comprimento unitário de mesma direção que А. Um 
E 
vetor de norma unitária é denominado um vetor unitário e o procedimento de 
dividir um vetor nào-nulo pela sua própria norma a fim de obter um veror 
unitário na mesma direção é denominado normalização. 


SeÁ —3i + 4j, ache (а) || e (b) um vetor unitário de mesma direção que А. 


SOLUÇÃO 
(a) |3| = F +F = 4/25 = 5 unidades. 
3 x A 3i44 3. 4 
b) Normalizando À, t LN ua Pe TESI 
(b) Normalizando А, temos El E zits 


$еА = 3 — F e = AF + 3j, ache a componente escalar de À sobre D. 


SOLUÇÃO 


3.3 Aplicações do produto escalar NOD 
Se À e B são vetores náo-nulos, então à fórmula À -B = 4] |B] cos 6 pode 
ser representada na forma 


cos () = 


с usada para achar o co-seno do ângulo 8 entre À ед. Observe que 0 = п/2 se, 
e somente se, А-В = 0: isto é, À e B são perpendiculares se, e somente se, 
А-В = 0. (Alguns autores usam a palavra “ortogonal” ao invés da palavra 
*perpendicular””.) Como o vetor nulo tem direção indeterminada, é conve- 
niente dizer, por definição. que 0 é perpendicular a qualquer vetor, mesmo a 
ele mesmo. 


Se JĀ] = 5, [B| = yZ, e À-B = 1, determine o ângulo 8 entre À e B. 


logo, 0 = cos * е8 = 81,87. 


2 Ache o ángulo 8 entre A = (2,3) ед = (3, — 1). 
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SOLUGAO 


cos Ü — — - : E 
|4]]B] PEPE ELY 


AB __ BD A _ к 
1 AED 130" 
logo, 0 = cos"! (3/,/130) = 7474 . 


Ache um valor do escalar г para que Ã = — 6 + 3j eB = 4i + tj sejam 
perpendiculares. 


SOLUÇÃO 
А-В = (—6)(4) + 31 = 3t — 24. 
Como À e B são perpendiculares se, e somente se, À -B = 0, é necessário 
que 31 — 24 = 0; isto é, 1 = 8. 


Todas as proposições da geometria euclidiana podem ser provadas alge- 
bricamente usando vetores. Os exemplos seguintes ilustram esse fato. 


Usando métodos vetoriais demonstre o teorema de Pitágoras. 
SOLUÇÃO 


Considere o triângulo retângulo formado pelos vetores perpendiculares А eB 
com hipotenusa А + В (Fig. 6). Temos: 


| 
ы 
ы 
Je 
E 
ou 
4 
iz] 
=| 
+ 


|4|? +24: B  |B|*. 


Como À e B são perpendiculares. À -Ê = 0; daí |Ã + 
é o teorema de Pitágoras. 


Utilizando métodos vetoriais demonstre a lei dos co-senos. 


SOLUÇÃO 
Considere o triângulo da Fig. 7. Temos 


que é lei dos co-senos. 


Mostre que os pontos Р = (4,3), Q = (1,2, eR = (4, —7) são os vértices de 
um triângulo retângulo. 


SOLUÇÃO 
A Fig. 8 nos leva a suspeitar que o ângulo POR é reto. Nos propomos a 
confirmar isto mostrando que (ОР) ( = 0. Nesse caso, 


ОР = (4 — 1)i+ (3-2) 23i j, 
QR = (4—1) + (77 - 2)j = 3i — 9j; 


logo, 
(QB): (QR) = Bi +j) (31— 9j) 
= (3)3) + (1)(—9) = 0. 


Os produtos escalares são úteis na mecânica рага o cálculo do trabalho 
realizado por uma força atuando sobre uma partícula em uma direção não 
coincidente com a do deslocamento. Realmente suponha que uma força 
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Fig. 9 


constante, representada pelo vetor Ё, atue sobre uma partícula, partindo do 
ponto P, e deslocando a mesma segundo uma linha reta até o ponto О. Então 
о trabalho W realizado pela força F que produz o deslocamento D = PQ é 
definido através do produto da componente escalar de F sobre D e a ampli- 
tude |D| do deslocamento (Fig. 9). 

Desse modo 


КД 


DD cm E 
W=-=-|D|=F:D. 
12| 
Observe que, quando Ё e D têm a mesma direção, W = F-D = |F| D] 
como é usual (Por quê?). 


EXEMPLOS 1 Uma pessoa empurra о cabo de um aparador de grama com uma força de 35 
newtons е desloca o mesmo percorrendo uma distância de 100 т. Qual o 
trabalho realizado se o cabo faz um ângulo de 30º com o chão (Fig. 10)? 


SOLUÇÃO A А 
Para о vetor força É temos |F| = 35 newtons, enquanto que para о vetor 
deslocamento D temos |D| = 100 m. Como o ângulo entre F e D é 6 = 30º. 


— р 3 — 
W=F-D=|F||D| cs0= SS = 1750,/3 pés-libras. 


2 Ache o trabalho realizado por uma força É no plano xy, cuja norma é 10 
unidades de força e que estabelece um ângulo de 60º com o eixo positivo dos 
x. Se É desloca um objeto segundo uma reta da origem O para o ponto Q = 
(6:4) (Fig. 11). 


SoLuçÃo 
Da Fig. 11 
x= |F| cos 60 = (10)6) 
: /3 А 
у= |F|sen 60° = cols, Jos, 3 
daí 


Fig. 11 
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O vetor deslocamento é D = & + 4j; daí o trabalho W é 
W=F-D= (5ї -54/3j)- (6i + 4) 
= (5)(6) + (5,/3)(4) 
= 30 + 20,/3 unidades de trabalho. 


Conjunto de Problemas 3 


Nos problemas 1 a 10, a её são as normas (amplitudes) dos vetores À e B. 


1Sea=15,b=2, e 0=60,ache4:B. 28ea—-7,b-4, e 

3Sea=1,b=3, e 0 = л/2,асћел · В. 4 Sea=1,b=2 e À 

5 беа +0, 5 +0, e 4-B=0,ache0. 6Sea=2.b=3, е A- В = —6.achet. 

7 Зей. Д = 25,асћеа. 8Sea—10,0— 7, е A: B= 30,acheb. 

9 Sea=3,b=4, e 0 = .acheA- B. 10 Sea=2 e b=3, explique por que| 4 - B| < 6. 


Nos problemas de 11 a 16, use as informações para achar a componente escalar 
(projeção escalar) de À sobre D. Denote o ángulo entre À e D por 8. 


11 |A| = 10, 0 = 45°. 12 A-D=5,|D|=2. 13 |4]=3,0=m/3. 
14 A-D=—7, |D|=+ 15 |4| 26 0 = n/2. 16 |A| =. 0= т 


. . Nos problemas de 17 а 22,ѓеј representam a base canónica do plano xy. Ache (a) 
АВ, (b) A (с) |B|, (d) JA — B|, е (е) cos 6, onde 8 é o ângulo entre À e B. (f) Ache um 


vetor unitário tendo a mesma direção que À, que B e que А — B. (g) Ache a componente 
escalar (projeção escalar) de А sobre B. 


18 4-3ii2j e B=4i-5j 


21 A=2i+4j, B- —3j 


Nos problemas de 23 a 28, seja А = {— 1,3), B = (5,), eC = (— 2, — 3). Ache o 
valor de cada expressão. 


23 3 (B4 C) 24 (27): 6B) 25 (- 3): (4B — 2€) 
26 TE 27 (4. C)B — (я: BC 28 (ij) (3 E 2€) 


29 SejaÀ — ii — 3je B = 5i + 7j, ondet é um escalar. Acher de modo que À e B sejam 
perpendiculares. 
30 Seja D um vetor não-nulo. 


(a) O vetor projeção de À sobre D é definido pelo vetor P = D. Ache 


= ы 
= 


|P| e descreva a direção de Р em função da direção D. 


(b) SejaA = 3i + Se D = —4i + 3. Ache o vetor projeção Р e À sobre D e ache |P]. 
31 Explique o significado geométrico das seguintes condições: 


(a) 4:B>0 (b) 4-B=0 (c) A-B<0 
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E Se À é um vetor no plano xy e sei ej representam a base canônica, prove que 


A=(4-Di+(4: Jj 


33 Use as propriedades do produto escalar para confirmar as seguintes identidades. 


(a) (3+ B) (4 - B)= |A|? — 181? (b) [A+ B? = |A|? - 24- B |B|? 
(c) |s +1BP=s"|A]?+25(4-B)+ 2|BP (à) [2+ BP + |3- В|®—э|А|®+2|В|? 
(e) 4-В=1(|Я+В|®— |Д|*— |В|?) 


34 Proveareciproca do teorema de Pitágoras; isto é, prove que sea equação |А] + |B| 
= [А + В é válida, então À e B são perpendiculares. 

35 Suponha que А e B sejam vetores perpendiculares. Represente cada uma das 
seguintes expressões em função de || e |B|. 


(а) |4 + B| 


36 Ache um escalar! de forma que osvetoresÃ =i +jeB 
de 3 7/4 radianos. 


(b) |24 


-3B| [NE 


jformem um ángulo 


37 Use o produto escalar para mostrar que о triángulo de vértices A = (2,1), B = (6,3), 


eC = (4,7) é retângulo. 


38 Use produto escalar para provar que as diagonais de um losango são perpendicula- 
тез. 

39 Use produto escalar para provar que os quatro pontos P = (1.2), Q = (2,3). R = 
(1,4), e $ = (0,3) são vértices de um quadrado. 

40 Mostre utilizando métodos vetoriais que as medianas de um triângulo se encontram 
em um ponto а dois terços da distância de qualquer vértice do mesmo, ao ponto 


médio do lado oposto. 


41 Um bloco pesando 15 quilogramas escorrega 6 metros sobre uma inclinação de 60º 
com a horizontal. Ache o trabalho realizado pela força da gravidade. 

42 Qual o trabalho realizado pela força da gravidade ao se deslocar uma partícula 
através de um caminho ao redor de um triângulo de vértices P, О eR, começando e 
terminando em P? Considere que a massa da partícula seja m de modo que о peso 
seja mg, g sendo a aceleração da gravidade. 

43 Qual o trabalho realizado por um vetor força É para deslocar uma partícula primeiro 
sobre um segmento de reta do ponto P até o ponto Q, e ao longo de outro segmento 
de reta de Q até R? Qual o trabalho realizado por É para mover a partícula 


diretamente de Р ~ R? 


44 Sejam À e B vetores unitários que têm pontos iniciais na origem e que formam 
ângulos @ е 8, respectivamente, com o eixo positivo dos x 


(a) Determine À e B 


em função de suas componentes. 


(b) Calcule À -B para deduzir a fórmula para cos (а — f). 


Fig. 1 


O origem 


4 


Equações na Forma Vetorial 


Nesta seção usamos a álgebra vetorial desenvolvida nas Seções de la3 
para obter as equações de curvas na forma vetorial. Isto é realizado pelo uso 
da idéia de ““vetor-posigáo”” de um ponto. 

Começaremos escolhendo e fixando um ponto O no plano chamado a 
origem. Se já tivermos um sistema de coordenadas cartesianas ou polares, 
nós naturalmente tomamos O para ser a origem ou о pólo do sistema coorde- 
nado. Se P é um ponto qualquer, o vetor Й = OP é denominado о vetor 
posição deP (Fig. 1). Observe que|R| = |ОР nos dá a distância entre o ponto 
Peaorigem O. E 

Evidentemente, o ponto P determina o vetor posição R = ОР unica- 
mente (já que O é fixada de antemão). Por outro lado, o vetor-posição R 
determina o ponto P unicamente; de fato, se a origem de R for colocada na 
origem, então o vetor R apontará para P. Por esta razão nós ordinariamente 
colocamos todos os vetores posição com suas origens na origem do sistema. 

Suponha que R, = OP; e Ё, = ОР; são vetores posição dos pontos Pie 
P,, respectivamente. Então À, — Ё, e o vetor P,P, de P; para P; (Fig. 2). 

Usualmente, vemos a diferença Ra — R, de dois vetores posição como 
representando um deslocamento de Р, para P». Observe que |А, — Ri, а 
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amplitude deste deslocamento é simplesmente a distância entre os pontos P, 
€ Ps. 

Se tivéssemos estabelecido um sistema de coordenadas cartesianas ou 
polares no plano, então o ponto P com coordenadas cartesianas P = (x; y) 
teria vetor posição 


R=0P=xi+vj (Fig. 38), 


enquanto que se P = (7; 0) em coordenadas polares teria 


R = ОЁ = (г cos Mi+ (rsenü); — (Fig. 3b). 


PG.) 


R = (г cos 07 + (r sen ð) j 


eixo polar 


(b) 


Fig. 3 
EXEMPLOS 1 Ache vetores posição R, eR dos pontos cartesianos P, = (7,13) e Р»= (—3, 
1). respectivamente. Ache também o vetor deslocamento Ё, — А, e a distân- 
cia entre P, e Р». 


SOLUÇÃO "NET 
Os vetores posição Ё, e R, são 


R=0P=1+13) e R=0P=-3+j 
Daí o vetor deslocamento Ё; — Ё; ser dado por 
Ro — Ri = (3-6) - (E 137) = — 10i — 12j 
e a distância entre P, e Ps por 


IR, Б, к. |= "ii 


= 244 ~ 15,62 unidades. 


2 Ache os vetores posição Re R, dos pontos em coordenadas polares P, = (2. 
т/3) e Р, = (— 3, m4), respectivamente. 


SoLUÇÃO M А 
Os vetores posição Ry e R, são dados por 


nz) WS a 
Е cos 5) + (asen E е 


ES] 

2 
\ 
© 

m 
[ 


ОР, = [=з cos 7) + (asen y 


4.1 Gráficos de equações vetoriais А 
Um ponto Р com movimento contínuo descreve uma curva С (Fig. 4). А 
proporção que P vai se deslocando seu vetor posição R = OP varia, geral- 
ES mente em comprimento c direcáo. Sea extremidade (ponto terminal) Р deum 
vetor posição variável R descreve uma curva С, então, por comodidade, 

RIS 2 dizemos que *'& traça a curva С”. 
А idéia de um vetor posição R variando e assim determinando uma curva 


leva naturalmente à noção de equação v etorial da curva, Por exemplo, se R é 
um vetor posição variável do plano, então, como R varia de acordo com a 


condição |R| = 2, este determinará um círculo de raio de 2 unidades de 
Fig. 5 comprimento com centro na origem (Fig. 5). Desse modo, dizemos que |R| = 


DEFINIÇÃO 1 


EXEMPLOS 1 


VETORES NO PLANO 707 


2éaequagáo vetorial deste círculo. Observe que o círculo consiste em todos 
os pontos P e somente aqueles pontos P cujo vetor posição R satisfaz a 
equação |R| = 2. 

Generalizando, estabelecemos a seguinte definição: 


Gráfico de uma equação vetorial 

O gráfico de uma equação em que figure o vetor posição R será о 
conjunto de todos os pontos P, e somente aqueles pontos P cujos vetores 
posição R satisfizerem à equação 


Esboce um gráfico da equação vetorial 


R-Rol-a, 


onde todos os pontos pertencem ao mesmo plano, a é uma constante positiva 
e Ro um vetor posição constante. 


SoLução 

Seja R = OP'e №, = ОР, de modo que È — Ry = PyP'pela regra do triângulo 
para subtração de vetores (Fig. ба). A condição |А — А, = a significa que a 
distância entre os pontos P, e P é a unidade de comprimento. Desse modo, 
como varia de acordo com a condição | — №, =a, o ponto P determina um 
círculo de raio a com centro no ponto P, (Fig. 6b). 


Fig. 6 


Ache a equação vetorial para a elipse cujos focos são os pontos F, e Fs e cujo 
semi-eixo maior é a > 0 (Fig. 7). 


SoLUÇÃO É 
Lembre da Seção 2 do Cap. 4 que um ponto P pertence à elipse dada se. c 


somente se, 


Fig. 7 
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Desse modo, seja Ё, = OF). Ё, = ОР, e R = OP) tal que 
Р.В ОВ ОР; = К К, 


ES 
M 
\ 
© 
a 
| 
© 
Е 
so 
\ 
5 


Então a equação da elipse pode ser colocada na forma vetorial como 


.. SeN éum vetor fixado, não-nulo, е R, = ОР», então a condição N -(R — 
Ro) = 0 significa que os vetores Ne Ё — А, são perpendiculares (Fig. 8). 
ComoR = varia de acordo com a condição que R — Ёо é perpendicular a 
N, é geralmente claro que P determina uma linha reta por Po, perpendicular a 
N. Dizemos que o vetor № é normal a esta reta. Portanto, 


Fig. 8 


é aequação vetorial da linhareta que contém o ponto cujo vetor posição ёй це 
que tem Ñ como vetor normal 

.. А equação Nf Ry = 0 pode ser estabelecida também como Ñ -Å — 
N-R, = 0, ou como N-R = N-R,. Visto que N-R, é uma constante К, a 
equação pode também ser escrita como N-R = K. Podemos converter a 
última equação para forma escalar cartesiana simplesmente escrevendo R = 
xi +yjeN = Ai + Bj, de modo que Ñ -È = Ах + By e a equação assume a 
forma Ах + By = К. Esta equação pode também ser representada por 


dx + By c C = 0, 


onde temos C = — К. Em particular, observe que N = Aí + Bj corresponde a 


um vetor normal à reta Ax + By + С = 0, 


Ache um vetor normal à reta y = 2x — 3 e escreva a equação desta reta na 
forma vetorial. 


SoLUÇÃO Sto 
A equação dada pode ser reescrita na forma 2x + (— 1)y — 3 = 0: daí N=2i+ 
(— 1} corresponderá a um vetor normal à reta dada. Seja o vetor posição R 
dado por = xi + yj. Então N-R = Qi —j) (xi + уу 2x — y, ea equação 
dada pode ser reescrita na forma vetorial como N-R = 3. 


Converta a equação vetorial NR — Ry) = 0 para a forma escalar cartesiana 
seN=-i+%eR,=7T- 


SOLUÇÃO . 
Com R = xi + yi, temos 


R- Ro = (xi + y) - (Ti — x — DIF (y Fi 


daí, 


N- (R-— Ry)- (-i 30): [(x 7) (у + 2j] = -(x— 7) + 3(7+ 2). 
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A condição N-(R — Ry) = 0 é portanto equivalente а 
—(к—7)+3(у+2)=@ ou Зу—х+13=0. 


4.2 Distância de um ponto a uma reta 
Usaremos agora a equação vetorial da reta para deduzir a fórmula da 
distância de um ponto a uma reta. 


TEOREMA1 Distância de um ponto a uma reta 


Sejam Р, um ponto do plano е L uma reta do mesmo, sendo a equação 
sodal do plano N*R = К. Seja R, o vetor posição de P,. Assim a distância 
(perpendicular) d de P, a L é dada pela equação 


, |N: R,- К 
d= N| 
PROVA 

SejaP o ponto do pé da perpendicular de P, a L (Fig. 9). Note que a distância 
desejadaéd = |PP j| AR —R|. ComoR; — R é paraleloa №, existe um escalar 
t tal que К, — È = IN. Portanto 


d —|R, -R|- 


Fig. 9 
. Efetuando o produto escalar com N em ambos os lados-da equação Ё, — 
R = tN, e notando que N-R = К, obtemos 
N-R,-K-N-(tN)«tN-N «t|NP. 
Resolvendo a ültima equacáo para t, achamos que 
¿ER K 
E um 


Portanto, 


4 ora adaptemos о Teorema 1 ao caso cartesiano fazendo Р, = (xi. Y1), 
N-Ai* B, R = хі + yj К, = xii - yj, eK = - C. Então N-R, - K = Ах + 
By, + C e|N| = VA? + B*, de modo que a distância perpendicular d do ponto 
(Xp yy à reta Ax + By - C — 06 


q^ 1 + Br C] 


N 


EXEMPLO Ache a distância perpendicular do ponto Р, = (3; 7) à reta y = 2x — 5. 
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SOLUÇÃO 
Da equação у = 2x — 5 obtemos 2х — y — 5 = 0, na forma Ax + Ву + С - 8 
comA =2,B leC=-5. Aqui P, = (x, yı) = (3;7). Assim a distância 


desejada d é 


d= Ыз BE eL. 1206) E DUI et EE s ж 2,68 unidades. 
М“ B" 
Conjunto de Problemas 4 
Nos problemas de 1 a 6, ache o vetor posição R de cada ponto P. Expresse Ё em 
termos de f ej. 
1 P=(5,-3) 2 P=(0,7) 3 P=0 
4 P=(5.7/3) (coordenada polar) 5 P = (—2, 37/4) (coordenada polar) 6 Р = (aa?) 
Nos problemas de 7 a 10, ache o vetor quando Ry — Ё, se Ry ей, são оз vetores 
posição de P, e P; respectivamente. 
8 Р, = (a.d). P. 
9 P, —(I.n/4. P = /3) (coordenada polar) 10 P4 — (x, f(x) Pz = (a, f (a) 
Nos problemas de 11 а 22, esboce um gráfico de cada equação vetorial do plano xy. 
и |R|=3 2 R-R= lb B R- (7+3=4 
14 |R+i-jj=3 15 |R— i| [8+1=6 16 |1 - i] – |R i] | en 
17 R.jz0 18 {+j R= 19 (2i 3) (R — i) 0 
20 (1-4) R=1 n Qi-s): R=(i+3):) 22 i-R=2+j-R 


Nos problemas de 23 a 28, ache a equação vetorial da curva descrita. 
23 Circulo de raio 9 e centro em (— 3; 3). 
24 Elipse de semi-eixo maior 3 e focos em (0; 1) e (0; — D. _ z + 
25 Reta que passa por (— 1; — 5) e é perpendicular ao vetor Ñ = 2 — 7]. 
26 Hipérbole de eixo transverso 6 e focos em (7; 7) e (— 2; 2) 


27 Reta cuja equação escalar cartesiana é 12x — бу = 7. 
28 Parábola cuja diretriz tem equação F- = — 2 e cujo foco está na origem. 
Nos problemas de 29 a 32, ache o vetor normal N da reta cuja equação cartesiana é 
dada por 
х у 
29 2х - Ty 220 30 y=mx +b tati 


Nos problemas de 33 a 37, ache a distância perpendicular do ponto indicado P (x;: 
yy à reta cuja equação é dada. 


33 Р; = (L2) 3x —y=4 34 P, =(-7,3) 


35 P, = (L2); (R — 2i  j) 9 
36 Р, = (0,0); Ax + By - C-0 37 Р, = (4,0); у= 2х – 5 


a 


38 Ache a fórmula para a distância perpendicular da origem à reta V-R = К. 

39 Ache a fórmula da distância de um ponto com vetor posição Ё, a uma reta D (Ё — 
D) = 0, onde D é um vetor constante nào-nulo. 

40 Achca equação vetorial da parábola cujo foco se na origeme cuja diretriz é a reta 
DAR —D) = 

41 рош Nf :К f 0е Suponha que L seja FT Em cuja equação vetorial é é s :Ё = К, 


EXEMPLO 
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Equacóes Paramétricas 


Na Seção 4, estudamos equações na forma vetorial, Fregüentemente o 
vetor posição variável que descreve a curva é controlado por um escalar 
variável chamado parámetro. As equações nas quais figuram parâmetros de 
forma explícita são denominadas equações paramétricas 

Como ilustração do modo pelo qual os parâmetros são usados, começa- 
mos deduzindo uma equação vetorial para a reta L não em termos de um vetor 
normal У como na Seção 4, mas em termos de um vetor direcional M paralelo 
reta. A Fig. 1 mostra uma reta L paralela ao vetor não-nulo M e contendo o 
ponto Ру. Aqui Ry é o vetor posição de Py. 


Fig. 1 ы R=R, +ñ 


Evidentemente, o ponto P cujo vetor posição éR, pertence å reta L se, е 
somente se, P;P'é paralelo a M; isto é, se e somente se R — оё paralelo a M. 
Pela definição 1 da Seção 2, R — Ro é paralelo a M se e somente se existir um 
escalar t, tal que È — Rg = tM, isto ÉR = Ro + tM. Como o escalar r vari: 
sobre os números reais o vetor posição Ё = Rg + 1M descreve areta L. Aquit 
é um parâmetro cujo valor determina o vetor posição R. A equação é 


R=Ro+1M 


portanto denominada equação vetorial paraméirica para L. 


SejaL areta do plano ху que contém dois pontos P, = (6:2) e P4 = (3; 5) (Fig. 
2). 

(a) Ache um vetor M que seja paralelo a L. 

(b) Ache a equação vetorial paramétrica para L. 


R=(6- 310) +(2+ 301 


3.) 


Fig. 2 
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Fig. 4 
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SoLUÇÃO 


Fazendo 


Portanto Ё = (6 — 31) + (2 + 31)j é uma equação vetorial paramétrical 
para L. 

Para obter uma equação vetorial paramétrica para uma curva, é necessá- 
rio selecionar uma variável t apropriada para ser usada como arâmetro. А 
variável selecionada r deve determinar a posição de um ponta P na curva, € 
quando! varia, P deve descrever a curva inteira. Algumas vezes um parâme- 
tro conveniente sugere a si mesmo nos campos algébricos, enquanto que 
outras vezes quantidades geométricas ou físicas, assim como distâncias, 
ângulos ou tempo, podem ser usadas. 

Quando os ângulos são utilizados como parâmetros do plano xy, 
importante manter o seguinte fato em mente. Se À é um vetor do o | 
fazendo um ángulo t com o eixo positivo dos x, e sea = A], então 


1 = (a cos t)i + (asent)j 


(Fig. 3). 
x 
@ sedi 
Ei (а cost) 
Fig. 3 
EXEMPLO Ache a equação vetorial paramétrica do círculo do plano ху de raio a'e com 


nn 


EN 


S 


EI 


centro Po. Para parámetro, use o ángulo t na Fig. 4 entre o raio vetorA = 
еа reta horizontal que passa por Po. 


SOLUÇÃO 
Aquia = |А| de modo que À = (a. cost) i + (a sent) j. Colocamos È = OP; Rs 
= OP, como na Fig. 4. Então Å = Ё, + À, de modo que 


К = Ro + (a cos t)i + (asent)j. 


Como o parámetro! varia de 0 а 2x, o vetor posição Ё descreve o circulo 
uma vez. Como caso particular desta equação, observe que 
a equação veto- 
vial paramétrica do círculo de raio а com centro em O é 


= (a cos t)i + (a sent)j. 
Se tivermos na eque ação vetorial paramétrica originando o vetor post 
ção variável R = xi + yi ÓP'em função de um parâmetro, poderemos 
sempre achar duas equações que fornecem coordenadas cartesianas x ey de 


VETORES NO PLANO 713 


um ponto P = (x; y) em função do parâmetro. Estas duas equações são 
denominadas as equações paramétricas escalares (cartesianas) da curva em 
questão. Tlustramos este procedimento nos exemplos seguintes. 


EXEMPLOS! Ache a equação paramétrica escalar para о círculo de raio a = 3 unidades 
métricas com centro em P, = (—2; 4) (Fig. 5). 


SoLUÇÃO 
Pelo exemplo anterior, a equação vetorial paramétrica do círculo é 


R = Ro + (a cos ti + (asent)j 


ou 
xi+ —2i + 4j + (3 cos t)i + (3 sent) 
= (3 cos t — 2)i + (3sent + 4)j. 
" 
занта 
4-х 
Fig. 5 0 


Como vetores iguais têm componentes iguais, segue-se que 


As últimas equações são as equações paramétricas escalares para o 
círculo. Como o parâmetro t varia de 0 a 27, o ponto Р = (х; у) descreve o 
círculo. 


2 Ache as equações paramétricas escalares para as retas. 
(a) Contendo os pontos distintos Ре = (xo. Yo) € Pi = (Xi У). 
(b) Contendo os pontos P, = (— 1,7) e P, = (5,3). 


SOLUÇÃO 
Seja Ё = OP'o vetor posição de um ponto da rela e seja Ru = ОР; 
(a) A reta é paralela ao vetorM = PP, = (Xy -Xoi + (Y: — Vol) entáo a 
equação vetorial paramétrica éR = Ra + 1M, ou 


xoi + yof + tes Хо) + (Уу — Уо)Л 
= [xo + (ху — хо) + Dro + ti — so). 


хї+ yj 


As equações paramétricas escalares resultantes são 


[X = xo + t(x: — хо) 
\у= yo + Цу — Yo). 


(b) Fazendo x, = — 1, yo = 7,3: = 5, ey, = 3 no item (a), obtemos 
[х= —1 (5 +1) й х= 6—1 
lys 7+3 – 7); р, ues 1 
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As equações paramétricas podem simplesmente descrever as curvi 
geradas por movimentos físicos nos casos em que se torna difícil achar 
equações cartesianas. Uma curva denominada ciclóide é traçada por 
ponto Р da periferia de uma roda de raio a quando esta gira, sem esco: 


sobre uma linha reta — por exemplo o eixo x. A ciclóide consiste em ш 
seqüéncia de arcos para cada revolução da roda/(Fig. 6). 


Fig. 6 


EXEMPLO 


Fig. 5 


Ache a equação vetorial paramétrica para a ciclóide da Fig. 6. 


SoLução 

Utilizamos o ángulo + da Fig. 7 como parâmetro. Observe que f é justamen 
ângulo segundo o qual a roda é girada, começando com ? na origem 
Medimos t em radianos de modo que o comprimento do arco da porção 
círculo entre P e $ é ta unidades. Como esta porção do círculo rolou sobre 
segmento de O a $, segue-se que 051 = ta, daí OS = tai. Da Fig. 7. 


R=05+B+4=tai+ B+4. 
Devemos escrever os vetores B cÃem função do parámetro. c | 
tema mesma direção que e |B| = a, segue-se que B = aj. Seja 9 o ángulo 
i А т л 
Aeoeixo positivo dos x. Pela Fig. 8 0 -- t 4- ,72m. de modo qui 


0 = (2r = t)- > Segue-se que 


cos 0 = sen(2x — t)= —sent, sen 0 = —cos (2л — t) = —cost 


A = (a соз 8)i + (a ѕеп0)/ 
= (—asent)i + (—a cos t)j. 


Uma vez que temos 
ОЎ = tai, B= aj, e А = (—asent)i + (—a cos 4 


podemos reescrever R = 08 + В + A como 


R = tai + aj — (asent)i — (a cos t)j. 
ou 


К = a(t — sent)i + a(1 — cos t)j. 


5.1 Equacóes de curvas no plano 
A equação de uma curva pode ser expressa sob quaisquer das зе шй 
formas. 
1. Forma escalar não-paramétrica. Nesse caso, temos uma única! 
ção onde figurem as coordenadas cartesianas x e y (ou talvez 
coordenadas polares r e Ө) mas não explicitamente. os vetores. 
Exemplo: 2x — 3g = 8 


EXEMPLOS 1 


Fig. 9 
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2. Forma vetorial nào-paramétrica. Nesse caso, uma única equação 
segundo a qual a única variável é o vetor posição R do ponto P que 
descreve a curva. Exemplo: N- R = 8, onde N = 2i — 3j. 

3. Forma vetorial paramétrica. Nesse caso, temos uma única equação 
segundo a qual o vetor posição R é expresso em função de uma 
variável escalar t, denominada parâmetro. Quando f varia, o vetor 
posição № descreve a curva. Exemplo: К = (3t + 1)i + (21 — 2)/. 

4. Forma escalar paramétrica. Nesse caso temos duas equações que 
fornecem as coordenadas cartesianasx e y (ou as coordenadas polares 
r e 6) de um ponto Р em função de uma terceira variável escalar. t, 
denominada parámetro. Quando г varia, o ponto Р descreve a curva 


Exemplo: 


_ OR exemplos que se seguem ilustram como podemos passar de uma das 
formas acima à outra. 


Ache a forma vetorial paramétrica da reta 


SOLUÇÃO 


R=(3+ Di (2t —2)j. 


Ache a forma vetorial paramétrica da equação da parábola y = x? usando: 
como parâmetro. 


SOLUÇÃO 
Na forma escalar paramétrica temos 


[E = 1 
‹ 


у= 


daí a equação vetorial paramétrica será Ё = 1f + (7j 


Ache a forma escalar não-paramétrica da curva È = 3t + tj e esboce о 
gráfico. 


SOLUÇÃO 


Сот К = хі + yj. temos xi 


Para eliminar 0 parâmetro da equação paramétrica escalar, resolvemos 
a primeira equação para г, obtendo г = x/3 e substituímos na segunda equa- 
ção, de modo que 


(Figura 9). 
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4 Ache a forma escalar não-paramétrica da curva 
1 
t-i 


y=3+1 


x 


ll 


e esboce o gráfico. 
SOLUCAO 
Da primeira equação temos і — 1 = 1/х, out = 1 + 1х. A substituição sj 
segunda equação nos dá 
ji 
у= 311+-=] +1 
x 


ou 


y=4+ T (Figura 10). 
x 


Fig. 10 


5 Ache a forma escalar paramétrica para R = (cosh 1)i+ (senh :)j. 


SoLução 
Na forma paramétrica escalar temos 


cosh t 
senht. 


| 
ly= 

Nesse caso, o parâmetro г é mais fácil de ser eliminado usando a idem 
dade cosh? t — senh? r = Ipara obterx? — y? = 1, x > 0. 

Dada a equação de uma curva na forma escalar paramétrica, pode: 
sempre achar a derivada dy/dx por eliminação do parâmetro e procede 
como normalmente; apesar disso, é possível achar dy/dx diretamente 
equações paramétricas escalares. Realmente, considerando a existência 
derivadas em questão, temos, 


pela regra da cadeia. Dai se dxldt + 0, então 


dy  dy/dt 


dx  dxjdt 
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Analogamente, se fizermos у' = dv/dx, poderemos obter a segunda 
derivada d*%y/dx* utilizando а regra da cadeia novamente, daí 


d'y dy — dy'jdt 


dx аха 


EXEMPLO Dado 


Ache dy/dx e d?y[dx?. 
SoLucAo 


dy dar dr 3 
= 


Conjunto de Problemas 5 


Nos problemas de 1 a 6 (a) ache um vetor M paralelo a reta L contendo os pontos 
dados P, e P4; (b) escreva a equação vetorial paramétrica para L; (c) escreva as 
equações parametricas escalares; (d) elimine o parámetro das equações do item (c). 
assim obtendo a equação escalar não-paramétrica de L; (e) ache um vetor normal Ñ 
para. L; (f) escreva uma equação vetorial não-paramétrica para L; е (а) esboce um 
gráfico para L. 


І 85 (12) Ру (15) 2 Р, = (0,0), Р, = 
4 P= (0,а), Р, = (b.0) a # 0, b # 0 
5 Рь= (me) P,=(=/2,./3) 6 Po=(xado) Р, һу) 


Nos problemas de 7 a 12, ache uma equação vetorial paramétrica para cada curva. 


7 Reta que passa pelo ponto cujo vetor posição é R, = 77 — 2/ e que é paralela ao vetor 
M= -i 3j. 


8 Reta que passa pelo ponto cujo vetor posição ё, = – 07 + //3 e que tem Ñ = 3 — Л 
por vetor normal. Б eS 

9 Círculo com centro no ponto cujo vetor posição é R, = 37 + 4j e cujo raio é de 4 
unidades métricas. 


10 A parábola y = (x — 1), 


11 A ciclóide gerada por um ponto P na circunferência de um círculo que gira e cujo 
raio é 5 unidades métricas, 
; ч : 4 
12 A elipse cuja equação polar é r = —— ——. 
3 — cos (0 


Nos problemas de 13 a 20, (a) transforme a equação vetorial paramétrica em 
equação escalar paramétrica; (b) elimine o parámetro £ e, desse modo, obtenha uma 
equação escalar náo-paramétrica; e (с) esboce um gráfico. 


13 R=(2cosiji+ (2вепг)ў para 0 < t < 2r. 14 R= (3 cos t)i + (4sent)j para 0 < г = 2. 
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forma escalar não-paramétrica; e (c) exp! 


21 


25 


31 


32 
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К = (5 соз 21)i — (5sen21)j para 0 < t < z/2. 16 R-üictpara-1st&l 


R = Ati + (3t + 5)j para – 0 < t < oo. 


1 


E= 


2 


+e 'j рага — о «t < 00. 


i+ (2t + 1)j para 0 <t <2. 20 R = (зеп!)ї + (sent)j para 0 <t < 2/2. 


Nos problemas de 21 a 28, (a) elimine o parámetro t; (b) determine a equação sob a 


resse dy/dx e d*y|dx? como funções de t. 


= ЗЕ 1 la 2 
eh mi" 23 24 
«às |y eise d 

fea! 

E et 2 =D = d 
| t 26 јх = 3 cost t x [ES 3 2t 28 |x = 4sen' к | 
LIE |y = 4веп?! \у= 2-3. ly = 4sent cosa 

d t 


Mostre que o vetor M = — Bi + Aj é paraleloà reta cujaequação éAx + By +С —0. 

Um ponto Р está localizado em um raio de uma roda de raio a > 0 a uma distância b 
> 0 йо centro. Deduza as equações vetorial е escalar paramétricas da curva 
descrita por P quando a roda gira sem escorregar sobre oeixo dosx. Considere que 


quando x = 0, Р = (O.a — Б) 


Determine uma equação vetorial paramétrica para a curva cuja equação cartesiana 


éy = fix). Uset = х como parámetro 


Determine uma equação vetorial paramétrica para a curva cuja equação polar ér = 


2(8). Use t = 6 como parámetro. 
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DEFINIÇÃO 1 


EXEMPLO 


Funcóes Vetoriais 


As equacóes vetoriais paramétricas desenvolvidas na Seção 5 pode! 
ser mais bem compreendidas através do conceito de Junção vetorial. De: 
modo, uma equação vetorial paramétrica tem à forma 


R-F(). 


onde a “variável independente” é o parámetro t, F é a função, e a^^ vanis 
dependente” é o vetor posição А. А definição que se segue introduz cone: 
de modo mais preciso. 


Função Vetorial 
Umafuncdo vetorial Ё designa um único vetor F(t) para cada numen 
seu domínio. A imagem de Ё é o conjunto de todos os vetores da forma. 
quando + percorre o dominio de F. 


Seja É uma função vertical definida pela equação. 


F(r) = (2 cos t) + (2sent)j, O<t<2m. 


(a) Qual о domínio de Ё? (b) Qual a imagem de F? 
(c) Ache F(z). 


SOLUÇÃO А 

(а) O domínio de Fé o intervalo (0, 2 m). 3 

(b) Quando: vai de Оа ?2т. Ё(1) = (2cost) + (2 sent), rato de 2 unidad 
vetor posição, descreve um círculo do plano xy com raio de 2 unii 
centro na origem. Portanto, a imagem de F é o conjunto de todos vet 
posição dos pontos deste circulo. 


MFG) Al 


DEFINIÇÃO 2 


TEOREMA 1 


EXEMPLO 


TEOREMA2 
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(c) F(x)- (2 cos a)i + (2senz)] = —2i. 


Uma função vetorial P cuja imagem está contida no plano xy pode 
sempre ser definida pela equação da forma 


F(t) = glt)i + h(t)j, 


onde g eh são funções vetoriais quaisquer denominadas as funções compo- 


nentes escalares de F 


6.1 Limite de uma função 


Seja É uma função vetorial e seja À um vetor fixado. O escalar |F(1) — Al 
representa a distância entre as extremidades (pontos terminais) de F(t) eA 
quando suas origens (pontos iniciais) coincidem com a origem (Fig. 1). E 
evidente que |F(f) — А está próximo de zero quando F(t) está próximo de A, 
tanto em módulo quanto direção. Desse modo, estabelecemos a seguinte 
definição. 


Limite de uma função vetorial 

Suponha que o número c pertença a um intervalo aberto / e que todo 
número em /, exceto possivelmente c, pertence ao domínio de uma função 
vetorial Ё. Se À é um vetor tal que lim |F(1) — А | = 0, então dizemos que F(t) se 


aproxima de À (como um limite) quando t se aproxima de c, e escrevemos 
lim F(t) = A. 


ie 


Os limites de funções vetoriais podem ser calculados através das com- 
ponentes, conforme é mostrado pelo seguinte teorema. 


Limite de uma função vetorial 
Suponha que F(t) = g(t)í + hinj e À = ai + bj. Então lim F(t) = À se, e 


t^e 
somente se, lim g(t) = a elim A(r) = b. 
ie кэе 


PROVA 


[Fo — А| = 000) = el + htt) — 51] = Lott) — al? + te) — P- 


Portanto. |F(f) — À|se aproxima de zero se. e somente se, ambos g(1) —a 
eh(t) — b se aproximam de zero, isto é, se, e somente se. g(!) se aproxima dea 
e h(t) se aproxima de b. 


Dado F(r)— (12 + 1)i + (3t — 2) j.achelim F(t). 


154 
SOLUÇÃO 
Pelo Teorema 1 
" 3 1 P 5 © 
lim F(t) = [lim peg lim Qr 8) ен qu 
m бї 11 1 


Cada parte do seguinte teorema pode ser confirmada escrevendo uma função 
vetorial em termos de suas funções componentes escalares e então aplicando 
o Teorema 1 (problemas 31 a 33). 


Propriedades dos limites das funções 
Sejam Ё e G funções vetoriais e seja f uma função de valores reais. 


Suponha que lim F(t)= A, lim G(t) = B. e lim /(t) = К. Então: 


1e te Y-é 


EXEMPLO 


DEFINIÇÃO 3 


TEOREMA 3 


EXEMPLO 
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(i) lim [F(t) + G(t)] = 4 + В. 
(i) lim [F(t) - G()] = 4 — В. 
(Elim [y OFW] = 44 
(iv) lim [F()- Gt] =: E. 


(v) lim |F(t)| = |4]. 


(vi) pes 7 = 1 sek + 0. 


Selim Fr) = e lim G(t) = f. achelim [F(t) + G(t)]. 


[= te єє 


SOLUÇÃO e ES a 
Pelo item (iv) do Teorema 2 lim [F(()  G(r]] = i: j — 0 


6.2 Continuidade das funcóes 
Por analogia direta com a definigào de continuidade para funções res 
de valores reais, estabelecemos a seguinte definição para funções. 


Continuidade das funções vetoriais 
Uma função vetorial F é denominada ser contínua no ponto c | 
pertence ao domínio de P, (ii) lim F(t) existe, е (iii) lim F(t)= 


te tee 


Uma função vetorial é denominadac viti desde que seja conti 
todo ponto de seu domínio. Podem-se definir também limites 1 
continuidades laterais para uma função vetorial essencialmente do 
modo que o fizemos para as funções de valores reais. Não há novi 
tudo acontece como esperado (problemas 39 e 44). 

Usando Teorema 1, estabelecemos facilmente o seguinte results 
(problema 34). 


Continuidade de funções vetoriais 
Uma função vetorial Ё é contínua em um ponto e se, е someta 
ambas as funções componentes escalares forem continuas em с. 


Discuta a continuidade de F(1) = —— i + (5t + 1)j. 


SoLucáo 


" 1 
Asfunções componentes escalares de É são g(t) = a eh(t) = 5: + 1 


Е € contínua para todo valor de 1 exceto para? = 2 ел é contínua pars 
valor de t. O domínio de Ё consiste em todos os reais diferentes de 
continua para todo número г de seu domínio. 


6.3 Derivadas das funções vetoriais 
Dada uma função vetorial É, podemos formar o quociente dif 


F(t + At) — F(t) 
MÀ 


por analogia direta com o quociente diferença de funções de у; 
Note, apesar disso, que (1/Af)[F(t + М) —F(t)]éo produto deum e: 


- x [F(t + At) — F(t)] 


DEFINIÇÃO 4 
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eum vetor F(t + At) — Fit); portanto é um vetor. Mantendo a analogia com a 
funções de valores reais, estabelecemos a seguinte definição. 


Derivada de uma função vetorial 

Seja! um número pertencente a um intervalo aberto contido no domínio 
de uma função vetorial F. Definimos a derivada de F em г, simbolicamente 
Fa), por 


> ,Q F(t + Аг) – F(t 
F'(t)2 lim TES A) desde que este limite exista. 
м0 At 


Usando a Definição 4 е o Teorema 1. é fácil provar o seguinte teorema 
(problema 40). 


Derivada de funções vetoriais А 
Seja F(t) = goi + h(1)j e suponha que / pertença a um intervalo contido 
do dominio de F. Entao: 


(i) Fé derivável em relação a! se, e somente se, ambas as funções componen- 
tes escalares g e Л forem deriváveis em relação a t. 


(ii) Seg'(r) e k'u) existem, então F(1) = y (r)i + A (1)j. 
Se F(t) = ei — (senht)j, ache F (t). 
SoLucAo 
F(t) = (De?!) + [D ^senh:)]j = 2e?*i — (cosh 1). 


A notação e terminologia usadas em conexão com as funções vetoriais 
são análogas àquelas usadas para funções de valores reais. Por exemplo, se F 
é diferenciável para todos os valores de! em algum intervalo aberto, então P", 
a derivada da função vetorial, é definida neste intervalo e podemos perguntar 
se F' é derivável. Se o for, denotaremos esta segunda derivada por F''. As 
derivadas de terceira ordem e as demais ordens de Ё são estudadas analoga- 
mente. 


Seja F(t) = (cos t)i + (sent)j. Ache (a) F'(t). (b) Е"(1). 
e (c) Р()- F'(t). 
SoLUÇÃO 

(а) F'(t) = (—sent)i + (cos r)j. 


(b) F'(t) = (—cos t)i — (sent). 
(c) F(t): F"(1) 2sent cos t —seni cos t = 0. 


A notação diferencial de Leibniz é usada no caso das funções vetoriais 
de modo bem análogo ao utilizado para funções de valores reais. Por exemplo 
se É é uma função vetorial diferenciável e o vetor variável R é definido por R 
= F(1), temos 


E =. 5 
— —F() е dR=F(t) di 
dt 

Observe que a derivada dR é um vetor, pois é um produto do escalar dt e 
o vetor F'(t). Assim, do Teorema 4 segue-se que se Ё = ui + aj, onde os 
escalares и e v são funções diferenciáveis de г, então 


ti E y 4 t NIS 
dt dt ut Du em d a = du i + atj. 


722 


EXEMPLO 


TEOREMA 5 


CÁLCULO 


5 > R Es 
SeR = 177 (tan «Jinetes e dR. 


dt 
SOLUÇÃO 
dR > -€— 5 : 
ue dti + (sec? :))) e dR = (2t dt) + (sec? t dt)j. 
а 


Utilizando а notação de Leibniz e o Teorema 4, agora estabelecemos al 
propriedades básicas das derivadas das funções. 


Propriedades das derivadas das funções vetoriais 
Sejam R e $ vetores variáveis que dependem do parámetro escalar £4 


Então 
o 25) ES 
6) 200-5 EE 
ш) É qua) = «E 
MÉR yA 
M 4 Е = m RED 
(vi) 2 (E) S = — 


PROVA 
Os itens dé (i) a (iv) podem ser provados representando os vetores através: 
suas componentes e aplicando o Teorema 4. Deixamos os itens (i), (ii) e 
como exercício (problemas 41 e 42) e lidaremos aqui com os itens (iv). € 


(vi). 
(iv) Seja R = xi + yj e seja 5 = ui + vj. Então R- 5 = xu + yal 
M am Яй dx du dy dv 
É um = É Re les К” E 
PESE ue RIDE 
dx, dy «| du A 
= bd Ж - 
Y: 1 jJ dt dt 
= (ind; “(ui cj) + (xi + ae 
К de" al do M ҮЕ a] 
EE, gs кт, 
dt dt 


(у) Considere que R + б. Pelo item (iv) temos 
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JD ст Ен T T E (Rent) 


ge lo ag 2JROR di 2|R] Var. d 
ки жЕ. 
| def JR] de 


(vi) Considere que w + 0. Pelo item (iii), temos 


d [Е 1 m d = К a R 
; ( Е к - (5 A 


deXw) dt di dt dt de 
_ w(dR/dt) — (dw/at)R 
ош 2 
EXEMPLOS 1 Seja R = (5 sen2t)i + (5 cos 2t)j, S=e*+e"Uj e w=e7* Ache: 
É ous Ho x 
= m É 5 
б ©) 20-5) © É 08) 
SoLUÇÃO 


Pelo Teorema 5, temos 


. 50 sen2i cos 21 — 50 cos 2t sen2t _ 0 


5 


dea HR sds 
b) 40 S)- Se Rs 
= [(10 cos 2) — (10 sen2t)j]: [ei + ej] 
+ [(5 sen2t)i + (5 cos 2t)j] - e?'i — 2e ?'j] 
10 cos 2t e?' — 10 sen2re” ?' + 10sen2t e? — 10 cos 2ге 


m4 


Ш 


10(соѕ 2t + sen2t)(e?! — e-?'). 


d5 
dt 


d. Ma 
(с) di (wS) = d^ +w 


= —Se et] + e) + e Qeri — 2677) 


moe EL Se T деа 20 MS —Зе Bj 


2 Considerando a existência das derivadas, determine a fórmula d? (Ё -S)/dt*. 


SOLUÇÃO 


PR y dR 48 dR dS р.Б 
Ug dt dt dt dt dt? 


^К ак 45 р @5 
= pag quc 
dt? a E dr? 
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A regra da cadeia também funciona para funções vetoriais, como mostra 
o seguinte teorema. 


TEOREMA 6 Regra da cadeia para funções vetoriais 


Seja R uma função vetorial do escalar? diferenciável e seja! uma função 
diferenciável do escalar s. Então, encarando R como função de s, temos 


ак dRdt 

ds dt ds 
PROVA — _ 
Seja R =ui + tj, onde as componentes escalares u € v são funções de t. Pela 
regra da cadeia usual para funções de valores i 


du ай dv доа, 


ва ° ds а 


portanto, pelo Teorema 4, 


dR du. dv. dudt, йшй, du; dv; dt акш 
-——— — = 1 = 4 P 
ds ds "del dtds dide! Е alas” dt ds 
; FRA Р тый dR 
EXEMPLO Visto que R = F(t), F'(t)= 2ti — e 'j, et = sen 6, ache Oi e (el 
ZR 
dor” 
SoLUÇÃO 
Pelo Teorema 
dR Аа Qd > " 
ES PA E = (Oti е9) cos 0 
a) dB ^ dr do E]. (end) (2ti — e tj) cos 


= [(2 sen0)i — е7* °}] cos 0 
= (2 sen cos 0)i — (e7*" " cos 0)j 
= (sen20)i — (e7*** cos 0)). 
(b) Usando o resultado do item (a), temos 
Е 


d (2 cos 20)i + е *°* (senü + cos? 8)j. 


Conjunto de Problemas 6 


Nos problemas de 1 a 6, (a) determine o domínio de Ё, (b) determine F(ty se to 
pertence ao domínio de £, (c) calcule lim F(1), se existir e (d) determine os pontos onde 
F é contínua. 


1 F()- 825 3 д) 44/5 - tou st 


е 12 —51+6 id E 
3 Fo" Xf f + Wg 
2—3, f " 


2 1. 
a Fe 2111 gei о E 


t 


35 T sa 4 - E 
5 PA=- i+ (еп): t — 7. 6 Р) = In (t+ fire 7; to — 0. 
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Nos problemas de 7 a 12, determine F'(1) е Ё''(0), 
7 F()= (3:2 — 1) + QU + 5)/. 8 F(r) =1n (3 + 1)i + (sent); 9 F(t) = еї + (In 20)j. 
10 F(r) (3 sec t)i + (4 tan t)j- П F(1)= (5 cos r)i + (3 sent)j. 12 F(t)= (tan! 2r) + ej. 


Nos problemas de 13 а 16, determine dR/dt e d*R[dr*.. 


13 К = (соз 12) + (sent?) 14 R=te 


+102 


É x 
E 
(d) ji Fol- 
17 F(t)= (e +3)i+ (e 47) 18 F(t) = (3 cos 2t)i + (3 sen2t)j 
19 (г) = (4sen31)i — (4 sen); 20 F())-e "i-e; 


e E | aw 
Nos problemas de 21 a 24, determine (a) — (R- 5) e (b) di (wR). 
d 


= (cos 2г) + (sen2r)j. w = e^. 2 R= Sii + 02], 5 = (sec t)i + (3 sent)j, w = cot t. 


24 R= + 


= $ = (In ) + Pj w= 502 8. 


25 Seja F(t) = (sent) + (costy, G(t) =ef + е7, et = 5°. Utilize os Teoremas 5e6para 
achar 


É us ü* us Das di orsus. m 
Lal y Em? E. ‚бе 
à Fo (5) zs [600] © UFO (a) SFe би) 
26 Mostre que, se dw/di existe e À é um vetor constante, então a (wi) = de Я. 
a Р 


ак 
а 


28 Suponha que dR/di existe e que |R| é constante, Mostre que R е dR/dt são 
perpendiculares. 


d 
27 Mostre que, se dR/di existe e c é um escalar constante, então 7 (cR) = с 
а 


29 Suponha que À é um vetor variável que é sempre paralelo а um vetor fixo não-nulo 
А. Se ака: existe, mostre que dR/dt é sempre paralelo ao vetor fixado А. 


30 Se R + 0 e dR/dt existe, ache a fórmula para + E |. 
di 


31 Prove os itens (i) е (ii) do Teorema 2. 

32 Prove os itens (iii) e (iv) do Teorema 2. 

33 Prove os itens (у) e (vi) do Teorema 2. 

34 Prove o Teorema 3. 

35 Prove que a soma ou a diferença de funções vetoriais contínuas é uma função 
contínua. 

36 Prove que o produto escalar de funções vetoriais contínuas é uma função contínua 
de valores reais. 

37 Se É é uma função vetorial contínua, mostre que a função f de valores reais definida 
por ДІ) = |É(1)| é também contínua. 

38 Se É é uma função vetorial contínua e sef é uma função contínua de valores reais, 
ambas com o mesmo domínio, mostre que a função vetorial С, definida por G(1) = 
ftt) F(t) é contínua. 

uma definição apropriada aos seguintes limites laterais: 


(a) lim F(t)= 4 (b) lim F()— 3 


et rt 
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40 Prove o Teorema 4. 
41 Prove os itens (i) е (ii) do Teorema 5. 
42 Prove o item (ti) do Teorema S. 


43 Prove que uma função vetorial diferenciável é contínua. E 
44 Dê uma definição apropriada ao seguinte: A função vetorial F é contínua no 
intervalo fechado (a; b). 


7 Velocidade, Aceleração e 
Comprimento do Arco 


Uma equação vetorial paramétrica R = F(t) pode ser encarada como o 
vetor posição Ё de um ponto móvel Р no tempo t (Fig. 1). Quando o tempo é 
varia, o ponto Р descreve a curva С. Ainda que o parâmetro /, realmente, 
represente alguma outra variável diferente de tempo, pode ser útil imaginá-lo 
— pelo menos para os propósitos desta seção — como correspondendo ao 
tempo decorrido desde algum arbitrário (mas fixado) instante inicial. Este 
ponto de vista nos permite estudar as funções vetoriais F sob o aspecto 
intuitivo do movimento físico. 

Para o restante desta seção, consideraremos que o ponto móvel P 
descreve uma curva С no plano е que o vetor posição variável R de P, no 
tempo, é dado por = F(t). Além disso, consideramos que F admite uma 
derivada primeira P' e uma derivada segunda É”. Imaginemos que o ponto 
móvel P está equipado com um odómetro para medir a distância s que ё 
percorrida sobre о caminho С, começando em Po, quando г = t; e que ё 
equipado com um velocímetro para medir sua velocidade instantânea v = 
dsjdr em qualquer instante 1 (Fig. 2). Aqui s é justamente o comprimento do 
arco da curva C entre PeP, enquanto v é a taxa instantânea de mudança des 
em relação ao parâmetro ѓ. - 

O vetor velocidade do ponto móvel P é definido como sendo o vetor 14 
cujo comprimento é a velocidade de P, de modo que 


к= PI. 


e cuja direção é paralela à reta tangente à curva С no ponto P (Fig. 3). Aqui 
compreendemos que V aponta na “direção do movimento instantâneo” deP, 
de modo que, se as forgas que fazem com que P siga a curva C forem 
subitamente removidas, então P deverá "'sair na direção da tangente” isto é 
na direção de V. 

Vamos agora, informalmente, explicar por que o vetor velocidade de um 
ponto móvel é a derivada em relação ао tempo de seu vetor posição. 

Para começar a explicação, seja A! = 1, — um pequeno intervalo 
positivo de tempo, e façamos 


R, =0P,=F(t) e К, = ОР, = Е) = F(t, + At) 


(Fig. 4). Durante o intervalo de tempo At de г, a ts, 0 ponto Р se moveu ao 
longo de uma pequena porção da curva C entre P, e P,. Denote o compri- 
mento de arco desta porção de C por As. Pelo movimento de P; a P;, o ponto P 
sofre o deslocamento 


АЁ = 


,— R, = В + At) — Ё). 


Evidentemente T 
As x |AR], 


com melhor aproximação, quando At -> 0*. Dividindo por Ar, obtemos 


Fig. 5 
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daí, considerando o limite quando A — 0”, temos 


Portanto, dR [dt possui o mesmo comprimento que o vetor velocidade y. 

Para concluir a explicação, precisamos apenas mostrar que dR dt possui 
a mesma direção que o vetor velocidade V. Se o intervalo de tempo А é 
pequeno, então 1/Af é grande, daí o quociente diferença 


AR Р А) а) 1 ag 
AU At = ^^ 


não somente ter a mesma direção que o vetor deslocamento AR, mas ser 
também consideravelmente maior do que AR (Fig. 5). 

À medida que Ar > 0*, o vetor deslocamento AR se torna cada vez 
menor; apesar disso, o quociente diferença AR/A/ se aproxima de dR [dt, que 
não é necessariamente б. Ao mesmo tempo, AR/At gira em torno do ponto P, 
e se aproxima da direção da tangente à curva C em Р, (Fig. 6). Como 
dRjdt = lim AR/Ar, segue-se qued R/dt é paralelo à tangente, entáod R/dr 

v=0 
tem a mesma direção que o vetor velocidade Y. Como dR/dt tem o mesmo 
comprimento е direção que V. concluímos que 


Reta 
tangente 


mP, 


Fig. 6 


Quando o ponto P se move sobrea curva С. seu vetor velocidade Ў pode 
variar em módulo, direção ou em ambos. À taxa instantânea de variação de У 
emrelação ao tempo é um valor dV /dr denominado vetor ac eleração do ponto 
móvel P e denotado por À. Assim 

p=" pg é qe! 24 
dt 


Um ponto está se deslocando segundo uma trajetória elítica de acordo com a 
equação È = (5 cos 2r)i + (3 sen 24). As distâncias são medidas em centime- _ 
tros e о tempo em segundos. Ache (a) o vetor velocidade V; (b) o vetor 
aceleração А e (c) a velocidade v no instante t. 


SoLucAo 


= UR ; 
(a) V= Er = (— 10sen21)i + (6 cos 2t)j. 
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"NA ; 
(b) А= dr = (—20 cos 2t)i + (— 12 sen2t)j. 
d 
(c) v= |F| = 100 sen?2r + 36 cos? 2t cm/sec. 
Uma partícula Р tem por vetor posição Ё = „1 — tj no tempot. Ache (а) 


2 


o vetor velocidade V, (b) o vetor aceleração À, e (c) a velocidade v da 
partícula no instante / = 10s. 


SoLução 


aí quando += 10, V = 10i — 300). 
aí quando г = 10, 4 = i— 60). " 
IE + 9t*; daí quando t = 10, г = 4/ 100(1 + 900) 


= 10,/901. 


Se o vetor velocidade V nào for o vetor nulo, podemos normalizar V 
dividindo-o por seu comprimento |V|. O vetor resultante 7 tem a mesma 
direção. que о vetor velocidade, mas tem comprimento unitário (Fig. 7). 
Como V é paralelo à tangente a С em P, então é Т o vetor tangente unitário а 
curva С no ponto Р. Evidentemente 


Ache o vetor tangente unitário 7 à curva С cuja equação paramétrica vetorial 
é R= (P — 4t)i + (3). 


SOLUÇÃO 
Aqui temos 
dR 
дк” 0G — 9+ б} 


de modo que 


4P + (36) = 4/96 + 4t* — 16t + 16, 


@с— 4)ї+ Be) 
М + 42 — 1614 16. 


Сото 45/41 = v = |dRÍdt|. temos a equação vetorial 


dR 
ds = |—— |а 
й 
para o comprimento do arco s da curva cuja equação paramétrica éR = F(t). 
Integrando, achamos que o comprimento de arco s entre os pontos corres- 
pondendoat = аег = bé 
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(Figura 8). 
Se R = F(t) = g(t)i + h(t)j, então 
Ра) ——|= lg (ei + n'() 
q = О vel 
€ = [p + [n (J^ 
0 ё 
Fig. 8 з= | Jl) + FOF ar. 
EXEMPLOS Ache o comprimento de arco s da curva dada entre os valores indicados do 
parâmetro. 


1 R-(GP)-(P—3t)) entre t=0 e t=1 


SoLucAo 
Aqui, dR/dt = (6t)i - (31º — 3)je 
dR 7 + 
ү | =) (6t + BE — 37 = 367 — 9 — 187 +9 
= Jor x TREES = 0043 = 3° +3. 
Portanto, 
1 dR 1 


а= | (3 +3)di= (P +31) = 4 unidades. 


1 
"0 o 


|а =se"* cost 


= entré £i—0 € =m 
ly = esent 


SOLUÇÃO 

As equações paramétricas escalares dadas são equivalentes à equação veto- 
rial paramétrica Ё = g(t)i + h(t)j, onde g(t) = e”'costeh(t) =e”' sent. Desse 
modo, g'(t) = — e (cost + sen t), A'(r) = — е (зеп t — cos t), 


e 


= | Ve "'(cos? t + 2 eos tsent + зеп? г) + e "(senti — 2 sent cos t + cos? т) de 


os? t + sen't) dr — | 2e% dt 
to 


= \/2(1 — е7") unidades. 
o 


3 у= (х) entre x=a e x=h. 


SOLUÇÃO 
Com x como parâmetro, a equação escalar у = f(x) é equivalente à equação 
paramétrica vetorial R = xi + f(x). Nesse caso, 


que coincide com a fórmula para o comprimento de arco do Cap. 7, Seção 4.1. 
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Conjunto de Problemas 7 


Nos problemas 1 a 10, a equação vetorial do movimento de um ponto P do planoxy 
é dada, Encontre (a) o vetor velocidade V, (b) o vetor aceleração À e (c) a velocidade v 
do ponto móvel no instante 1. 


1 Ё = (312 – 1+ (22+ 5)/ 2 R=(2cost)i-(Tseni)j 
3 Rz i t (In t)j 4 R=(P+Di+ej 

5 R —2(t —sent)i + 2(1 — cos 1)j 6 R= (4cos? t)i + (4ser?t)j 
7 К = (cos t +seni)i + (cos г — sent); 8 R=(2cotii + (2 sen? 0j 
9 Ё = (е cos t)i + (e sent)j 10 R—9()i + f(e) 


Nos problemas 11 a 16a equação vetorial do movimento de um ponto P do planoxy 
é dada. Ache (а) o vetor velocidade V, (b) o vetor aceleração À e (c) a velocidade р do 
ponto móvel em um instante г =. 


11 = (1 -)--(5r- Tin 12 R= (rsentJi + (cos t)j; t, = 1/2. 
R 


13 = 3(1 + соѕт)і + 1 senzi)jity =È 14 К=й+еўипү=0, 


15 К = (In sent)i + (In cos 1) /: t; = 7/6. 16 R = (4 cos t)i + (4sent?)j: ti = n2. 


Nos problemas de 17 a 24, ache (a) o vetor velocidade V, (b) a velocidade v no 
instante г e (c) o vetor unitário tangente 7. 


17 R= (12t — 3) — (Tt + 9). 

18 R= (at + b)i + (et + d)j, ondea, b, c ed são constantes ea? + c? + 0. 

19 Е = (21 — i)i + (3  7)j. 

20 Ё = Rs + tM, onde Ё, e M são vetores constantes e |M] + 0. 

21 R =(—7 + cos 2 + (5 + sen 2). 

22 Ё = (х, а соз} + (у, + b sent), опде хе, yo а e b são constantes, a > 0 e b > 0. 


cost sent = 4 ; Su 
= i+ ГА 24 R «In (P + 1)i - еу 
Т4 cost Ic cost 


Nos problemas de 25 a 36, ache o comprimento de arco s de cada curva entre os 
valores indicados do parámetro. 


25 Е = (7: – 9) — (51 +4): 1=0 a 1=2, 26 R- (at + b) + (0+ 4); = a t=} 
27 К = еї + (et -tits атг= +. 28 


Pjt=0at=4 


|x=3 cost — cos 3t 


R = (3 cos 2t)i ait =% i= {= я 
29 R = (3 cos 21) + (3 зеп21)/; $20 а t— m 30 vs: жыя} занар 0a т. 
x=e"' cost =t— 
31 jx a S p dabo f 3 |* 5 om at=2m. 
y=e "sent ly=1=cos1 
33 К = (cost + tsent)i + (seni — t cos t)jit=0 а t=n/4 34 R=td+Pj1=0at=a 
Е у E wo Po. [(66+ 94 
35 К = (In /1-- D) + (tan ^ ij;ir-20atc-1 36 R-i ia | a ¡t=0 аг=4 


37 A curva С cuja equação em coordenadas polares ér = /(6) pode ser expressa em 
forma cartesiana paramétrica como: 


[x= f (8) cos 0 
ly = f(0)sen 0, 
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usando 9 como parámetro. Usando os métodos desta seção, ache uma fórmula para 
o comprimento de arco da porção de C entre os pontos onde 6 = 8, e 8 = Ba. 


38 Ache a fórmula para o vetor tangente unitário 7 à curva С no problema 37. 
39 A curva С cuja equação cartesiana é у = f(x) pode ser expressa na forma vetorial 


paramétrica como Ё = xi 


para o vetor tangente unitário 7 a C. 


40 SeR = F(s), onde o parâmetros é o comprimento de arco, ache uma fórmula parao 
vetor tangente unitário 7. 


8 


fx), usando x como o parâmetro. Ache uma fórmula 


Vetores Normais e Curvatura 


Nesta seção continuamos o estudo iniciado na Seção 7, da curva С 
descrita por um ponto P do plano de acordo com a equação paramétri- 
ca vetorial К = F(t) (Fig. 1). Como na Seção 7. o parámetro t pode ser 
considerado como o tempo. de modo que as derivadas vetoriais V =P '(t) e Å 
= F''(t), que consideraremos que existam, representem os vetores veloci- 
dade e aceleração de P, respectivamente no instante t. Ainda denotaremos 
por s o comprimento de arco descrito por P sobre a curva C desde algum 
arbitrário (mas fixado) instante inicial tọ. de modo que 


ds 


=P] 


> 


Fig. 1 


é a velocidade instantanea do ponto Р 

Para o restante desta seção consideraremos que a velocidade instantá- 
nea do ponto P nunca será nula, isto é г + 0, de modo a podermos obter o 
vetor tangente unitário 


à curva C no ponto P (Fig. 2). 
Usando a regra da cadeia, temos 


dR ака акш Vo 


ds йй  dsjdt 


1 unidade 


Fig. 2 


732 


Fig. 4 


+ asen af 


EXEMPLO 


CÁLCULO 


isto é, o vetor tangente unitário 7 é a derivada dR/dr do vetor posição e] 
relação ao comprimento de arco. 
À medida que Р vai descrevendo a curva С, o vetor tangente unitário 7 
em P pode mudar sua direção, mas não o seu módulo (que é sempre ш 
unidade). Para estudar a mudança de direção de Т, denotamos рога o à 
em radianos do eixo positivo dos x com Т, quando o ponto inicial de Té 
deslocado para a origem (Fig. 3). Desse modo, como|T| = 1, temos 


T = (cos a)i + (sen e 
(vide Fig. 3, Seção 5.) 


Qualquer vetor perpendicular ao vetor unitário tangente 7 no pontoP 
curva C é denominado um veror normal a C em P. Е claro que um ve 
normal cujo comprimento é uma unidade é denominado um vetor nor 
unitário. Um observador situado no ponto móvel P, olhando para o vet 
unitário tangente 7, quando P descreve a curva €, observaria que um 
vetores unitários normais, N,. está sempre à sua esquerda e o outro уе! 
unitário normal N, está sempre à sua direita (Fig. 4). Evidentemente 


Na 


Como Ñ, é obtido girando T no sentido anti-horário de 7/2 radia 
segue-se que №, faz um ângulo de æ + 7/2 radianos com eixo positivo dos x. 
Portanto como |№ = 1, temos 


pau x). 
= cos (x +3]i + sen 2+5) 


(—senz)i + (cos х)/: 


daí 


| = (sena)i — (cos a). 


Seg eh são as funções componentes de É, de modo que È = F(t) = e 
+ h(1)j, então, como vimos na Seção 7, 


Também T = (cos о) + (sen a}; daí segue-se que 
А gte) 0) 
фов M, $ БЕЙ = iu 
v Irt) + prey lato? + Ur (o 

Portanto, como Ñ, = (— sen ají + (cos aj, temos 
—h'(t) E. g'(t) А 
—————— e 
Ме? + [ОР ser + Dry 


Ache o vetor normal unitário А, da curva Ё = ti + гў no ponto P cujo veta 
posição é R. 


SOLUÇÃO 
Nesse caso as funções componentes são g eh e são dadas por g(r) =t ел(її 
2. Portanto, 


E aa 


g()-1. 109=% JP - Uer = VA ans 
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Quando a curva C “enverga”” mais sensivelmente, o vetor tangente 
unitário T muda sua direção com uma rapidez mais acentuada, isto é, a taxa 
de mudança do/ds do ângulo o (Fig. 3) em relação ao comprimento de arcos é 
maior em módulo. Conseqüentemente, ataxa instantánea de/ds com a qual o 
vetor tangente está girando, em radianos por unidade de comprimento de 
arco, é denominada curvatura de C no ponto P e é tradicionalmente x 
(“kappa”). Portanto, por definição 


Observe que к > 0 se a está crescendo à medida que P se move 
descrevendo a curva, isto é k > 0 se o vetor tangente unitário gira no sentido 
anti-horário quando s aumenta (Fig. 5а). Analogamente, к < 0 se o vetor 
tangente unitário gira no sentido horário quando s aumenta (Fig. 5б). 


© F 


girando no girando no 
sentido sentido 
anti-horário horário 


© 


(5) 


Se diferenciarmos a equação T = (cos а) + (sen a)j em ambos os lados 
em relacáo ao comprimento de arco s, obtemos 


dT _ 
ds — 


da. 
—sena AJ + (cos a SE); = =— [(—зепа)ї + (cos x)j]: 
| ds 


daí, 
aT 
ds — 


AequaçãodT/ds = KÄ, é extremamente importante na teoria das curvas 
do plano. Como №, é normal à curva С e к é um escalar, isto implica que o 
vetor dT/ds é sempre um vetor normal à curva С no ponto Р. Além disso, 
como |N;| = 1, segue-se que 


|= [e] [Nil = [x]. 


Portanto, o vetor dT/ds é comprido onde C é mais acentuadamente 
curva, e não tão comprido onde С enverga vagarosamente. Finalmente, pode 
ser mostrado que dT /ds sempre aponta na direção da concavidade da curva С 


(Fig. 6) (veja problema 30). 
O vetor dT'/ds é denominado vetor curvatura da curva C no pontoP. Seo 


vetor curvatura é não-nulo, isto é, se |x| = |#Таз| + 0, então o vetor Ñ 
definido por 
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Fig. 6 


é denominado de vetor normal principalde C em P (Fig. 7). Observe que Ñ 
um vetor normal unitário à curva C e aponta na direção da concavidade de 
(Por qué?) Segue-se que 


N=N, sex > Oenquanto que N = 


Evidentemente a equação 
dT 


шне 


Fig. 7 


sempre é válida, desde que x + 0. Sex = 0, o vetor normal principal nào 
definido. ы 

O teorema seguinte relaciona o vetor aceleração А, o vetor tange 
unitário 7, a velocidade v, o vetor curvatura dT/ds, o vetor normal principal 
ea curvatura к. 


Decomposição do vetor aceleração em componentes tangencial e normal 


РЕОУА 


Como T = V/v, temos que V = vf. Derivando ambos os membros da 
equação em relação a t, obtemos 


= AF deg aT 
А = ——= Т x 
a dt dt Tu 


dT dsdT ат, 
dr ads "ds 


Pela regra da cadeia 


e item (i) está provado. Para obter o item (ii), substituímos aT/ds = {КЇЙ 
item (i). 
O Teorema 1 expressa o vetor aceleração À como soma de suas cog 
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x dT TE 
nentes tangencial (duldt)T € normal v? , (ou v? |к| № sex + 0) e pos- 
as 


sui aplicações útei à mecânica (veja Seção 9). Ele possui também o seguinte 
importante corolário 


Teorema 2 Fórmula para a curvatura 


PROVA _ E 
Temos dT/ds = Ny: daí, 


pois |А = 1. Portanto, efetuando o produto escalar por № em ambos os 
membros da equação no item (1) do Teorema 1, obtemos 
= = Жш жт sdT dr 3 
IN, == T Nt = — (0) + ck =ш°к, 
"dr | ds ar O 


pois os vetores 7 e №, são perpendiculares. Resolvendo a última equação рага 
к, obtemos a fórmula к = (A-N)/v?, como desejada. 

A fórmula para curvatura do Teorema 2 pode ser representada em 
função das componentes g eh de R (problema 22). Portanto, se R = g ()i+h 
(0) j. então 


| gr "(ry (c) 
“= gt + и 


EXEMPLO 1 Ache a curvatura x de R = ti +]. 
SoLução 
Nesse caso as funções componentes g eh são dadas por g(t) = te h(t) = г. 
Usando a fórmula acima e observando que 
(= g-0. БШ и= e Fsk 


obtemos 


QUI 2 
П Bop” (raro 


2 Ache a curvatura к e o vetor normal principal N para a elipse 


|x= 2cost 
ly=3 sen t. 
SOLUÇÃO 
Nesse caso as funções componentes são dadas por g(1) = 2 cost eA(1) =3 sen 
t. Comog'(t) = — 2 sent, g'(t) = —2 cost, h'(t) = 3 cost, eh'(t) = — 3 sent, 
temos 
g'(t)h"(t) — 9 (0) (e) 6sen?r + 6 cos? t 6 
К Al "URB ES 
(lg (OF + [COP P 


— (4зеп?г + 9 cos t? — (4sen*i + 9 cos? t? ^ 


Como x > 0, 
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momo LEO FEQ (Bco ti eent) 
ЕОР -INOP 4/4 зеп +9 соз? t 


3 Ache a fórmula para a curvatura « do gráfico у = f(x) usando x come | 


parámetro. 


SOLUÇÃO -" Р a 
Escrevendo a equação na forma vetorial paramétrica, temos А = xi + fix): 
Daí as funções componentes g e ^ são dadas por g(x) = x e h(x) = jlx). 
Portanto, substituindo-se 1 porx na fórmula para к, temos g'(x) = 1,g'(x) =D, 
й'(х) = f'(x), e h"a) = РО); daí, 


и) AO O — 0) 
бө + reg? ir 


Ache a curvatura к da senóide у = sen x no ponto (т/2, 1). 


SOLUÇÃO 
Usando a fórmula no Exemplo 3 com/[x) = senx, f(x) = cosx, ef'(x) = — sem 
x, temos 


—senx 
к= y. 
(1+ cos? x)? 
= л 1 
Assim, quando dmi id B od —]. 


Por conveniência, gruparemos as fórmulas da curva C no plano x» 
descrita pelo vetor posição variável R = g(t)i + /(1)/ 


Ii F= a = g'(tyi + k'o} 
TE g'i + h'()j. 
TT 2 = „Л CP + op. 
sono; 
МР + OF 
sg. ch ami 


MOP + (ОР 
СЖ. ОЕШ 

Loto + Dto) 
MODO) 


Tk 5 A ET E 
le (OT + DI COP" 
IN, sek >0 

ВИ = 

$ IN, sex < 0. 


9 s- | (Or + OP a 
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10 


Un 


16 


20 jx 


Todas as fórmulas acima foram obtidas ou deduzidas facilmente do que 
foi estabelecido, com possível exceção da fórmula 12 e parte da fórmula 20. 
As provas das fórmulas 12 e 20 são deixadas como exercício (problemas 32 e 
33). 


Conjunto de Problemas 8 


- Nos problemas de 1 a 16, ache (a) o vetor tangente unitário 7. (b) o vetor normal 
unitário №), (с) a curvatura ке (d) o vetor normal principal unitário Ñ para cada curva. 


[x = 3cost 


1 R-(Tt — 4) + (9 —30)j 2 Rc (at +b)i + (et 4- d)j sie 
у= 


4 Ё = (a cost) + (а sent), onde а é uma constante positiva. 


5 R=3(1 + cos тп) + 5(1 +senzt)j 
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6 7 R=ii+ej 8 K= (2 cos 0)i + (5 send] 
з А im 
9 | 10 = гї + (In sec 1)) 11 BE (E + 1)j 
у 
vasi 
12 E , 13 K= (cos 20) + (seno); 14 = (Inu + ej 
Meu 
15 y = In x, com x como parámetro. 


16 y = 4°, com x como parámetro. 


Nos problemas de 17 a21, ache (a) o vetor tangente unitário T, (b) o vetor normal 
unitário À, (c) a curvatura ке (d) vetor normal principal unitário Ñ para cada curva no 
ponto onde o parâmetro tem o valor indicado. 


17 R = 3(1 — cos 1) + 3(1 — senr)j quando t = 7/6. 
18 R = (seni)i + (tan 1)j quando 1 = 5m/6. 
[х= In (2+3) 


Di Tg quando г = 1. 20 e 
rt {у= ue 


[rcu quando u = 0. 2 


ж. Ж 
1+ =) quandou — 3 
u 


22 Usando o Teorema 2, deduza a fórmula para a curvatura x da curvaR = (1) + h(1)j. 

23 Considere a curva C cuja equação em coordenadas polares ér = 50). Com 6 como 
parâmetro, a equação paramétrica vetorial correspondente ER = (f(0 cos Bi + 
(FO) sen 8) e as funções componentes g ей são dadas por g(6) = (0) cos 0e (8) = 
(8) sen 6. Ache as fórmulas para (а) T, (b) Ni, (c) x, e (d) №. 


Nos problemas de 24 a 28, use os resultados do problema 23 para achar (a) Ў, (b) 
Nu (с) x, e (à) Ñ para a curva C cuja equação é dada em coordenadas polares. 


24 rz 1 — соѕ 0 25 r=1+2cos0 


ed 
1+ esen)” 


26 r= 4>0 27 r=0 


28 Mostre que o vetor normal principal para um círculo aponta em direção ao centro do 
círculo. 


29 Mostre que o valor absoluto da curvatura de um círculo é constante igual ao inverso 
do raio. 


30 Explique por que o vetor curvatura 47/45 e portanto também o vetor normal 
principal unitário N sempre aponta na direção da concavidade da curva. (Sugestão: 
para s pequeno, dT/ds é aproximado para AT/As.) 


31 Se usarmosx como parámetro, explique o significado geométrico do sinal algébrico 
da curvatura к do gráfico y = f(x). 


d? 


32 Prove que — — 
ds 
( 


33 Prove que | 


N, 


34 Considere que Ё = F(t) é a equação vetorial paramétrica de uma curva com 
curvatura constante não-nula x. Prove que a curva é um círculo (ou um arco de 
círculo) considerando os seguintes passos. 


(a) Mostre que È + (1/|k[N é um vetor constante provando que sua derivada é nula 
(use problema 32). 
(b) Faça R$ = Ё + (1/|x])N. 


(c) Mostre que Ё satisfaz uma equação da forma |R — Řo| = constante. 


35 Considere que Ё = F(t) é a equação vetorial paramétrica de uma curva cuja 
curvatura é igual a zero em todos os pontos. Prove que a curva é uma reta (ou uma 

` porção de reta) (Sugestão: use primeiro a relação |dT/ds| = |x| para provar que T é 
uma constante. Então selecione um vetor fixo № + O tal que Ñ -T = 0. Escolha e fixe 
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um valor de R, como por exemplo Ry. Mostre que ds 2 
ds 
conclua que N-(R — Й„) é uma constante, e então mostre que N (R — Ro) = 


0.) 


9 Aplicações à Mecânica 


Nesta seção utilizamos os conceitos e técnicas desenvolvidos nas Se- 
ções 7 e 8 para estudar o movimento de uma partícula do plano xy. Resu- 
mindo, a idéia aqui é considerar uma curva descrita por uma partícula de 

ral massa m, e não por um ente geométrico. 

Assim, suponha que a partícula Р de massa m se mova no plano xy е 
descreva a curva C (Fig. 1). A curva C é denominada о percurso, ou a 

E trajetória ou a órbita da partícula P. Como antes, podemos localizar a 
partícula em qualquer instante pelo vetor posição È = ОР e temos 


К = (і). 


тамат 


| 


o onde consideramos que Ё é duas vezes diferenciável. A equação Ё = F(:) é 
denominada equação do movimento da partícula Р. 
Fig. 1 Pelas fórmulas 1 е 13 da Seção 8, a velocidade da partícula em qualquer 
instante é o vetor 
[= T s ЁТ, 
di 


onde v é a velocidade instantánea da partícula e T é o vetor tangente unitário 
do percurso da partícula. 


EXEMPLO Uma partícula se move sobre uma parábola y? = 2x da esquerda para a direita 
se afastando do vértice com uma velocidade de 5 unidades por segundo. Ache 
o vetor velocidade V quando a partícula se desloca para o ponto (2.2). 


SOLUÇÃO 


Usando y (não /) como parámetro, podemos estabelecer a equação paramé- 
trica vetorial da parábola como 


poisx = y?/2. Aqui, temos 
dR 


——=уї+] 
dy ` j 


daí, 


2, temos 


é o vetor tangente unitário à parábola no ponto (7/2, y). Quando y 
= 21+] 
T Ј 
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„507 + j). 


No exemplo acima, não estávamos fornecendo a equação de 
da partícula — estávamos apenas estabelecendo a equação de seu 
a velocidade da partícula em um certo instante. Assim não estáv: 
tados a calcular V diretamente como dR/dt, e ao invés disso ri 
fórmula V = vf. 
A segunda lei de Newton pode agora ser expressa na forma. 


f = mÀ, 
onde o vetor f representa a força agindo na partícula e 
d7 PR 
dt n 


é a aceleração da partícula (aqui estamos considerando que a massam 
constante e desprezamos os efeitos relativísticos). 


Suponha que um projétil seja lançado com um ângulo de 60? com a 
e velocidade inicial de 800 metros/s. Considerando que a única força. 
no projétil é a gravidade 


T= —mgj, 


e que é lançado da origem O no instante t = 0, ache (a) o vetor velocidade 
(b) o vetor posição R no instante г (Fig. 2). 


SOLUÇÃO o Ж 
Seja a equação de movimentos do projétilR =хї + yj, ondex ey 
do tempo t. Então 


- ER das dps 
dye ag tue 


e a equação f = тА se torna 
а 2 


тай ESA j. 
—maj =m— i = а} 
a dr? 12 ) 


Equacionando as componentes escalares, surgem as duas ааа 
diferenciais 


—mg; == 


Integrando duas vezes, achamos que a solução de d=/di* = E 
х= Сү 4 C5, 


onde C, е С» são as constantes de integração. Analogamente, 3 Ng 
diferencial dºy/dt? = — g tem a solução 


у= dg? + См + Ca 


Portanto, a cauacão de movimento tem a forma 
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z " g Ls Н 
R=xi + у] = (Cit +C) + —39t + Cst + C, |j, 


ondeas constantes С, C», C4, e C devem ainda ser determinadas. Derivando 
a equação de movimento em relação a r, obtemos 


= aR $ РЕТ 
Y шы алла аг 


Quando t = 0, temos 


7 


ge C. 


Agora, a velocidade inicial V, tem comprimento 800 metros/s e faz um 
ângulo de 609 com o eixo positivo dos x. Daí 


Vi = (800 cos 60")i + (800 sen607)j = 400i +400, /3 і. 

Portanto, 
Ci + Су] = 400i + 400, /3 j, 
de modo que C, = 400 e C, = 400 3. Daí 
(a) V = 4007 + (— gt + 400,/3)7. 
A equação de movimento se torna 
К = (4001 + C3)i + (—1ш° + 400/31 + C4Jj. 

Fazendo t — 0 e lembrando que o projétil parte da origem, temos 


б = Суў + Cj: daí, C, = 0 e C, = 0. Portanto 


(b) R= (400r) + (-J4gt? + 4004/31). 


9.1 Componentes tangencial e normal da aceleração 
Do item (ii) do Teorema 1 da Seção 8, temos 


дт |р, sek + 0). 
dt ш 


Geometricamente, esta equação estabelece que o vetor aceleração À 
pode ser decomposto na soma de dois vetores perpendiculares (dv/dt) T e |«|v? 
N, o primeiro do qual é tangente à trajetória e o segundo é normal à mesma 
(Fig. 3). (Sea curvatura к = 0, então a componente normal da aceleração é 0e 


3 ds E 
temos А = | T neste caso.) O vetor componente normal |к| v? N da acele- 
ar 


ração é chamado também de aceleração centripeta.Ela pode ser vista como a 
parte da aceleração À causada pela mudança na direção do vetor velocidade. 


Fig. 3 
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Se P se move sobre uma reta, então x = 0, de modo que a 
centrípeta 60. Portanto outro lado, se a velocidade v da partícula é co: 
então dv/dt = 0, a componente tangencial da aceleração é 0, e a aci 
inteiramente centripeta. 


Uma partícula P se move com velocidade constante de 10 unida 
segundo no sentido anti-horário em torno da elipse x*/4 + у2/9 = 1. 
vetor aceleração À no momento em que a partícula passa pelo vértice 


SOLUÇÃO 


" = Wis = 
Achamos À usando a fórmula À = T + |k|v^ N. Como v é constam 
4 


temos dvldt = 0e À = |k|v^N. Para achar x, começamos derivando impis] 


2x 2ydy 
mente a equação da elipse para obter ES + p 1 = (0, de modo que 
dx 


dy 
—36y e 
de de ё, бу + 36x 77 


dx” 4y e q” 16у? 


Assim, quando x = 0 e y = 3, temos 


dy 3 
dx e 3 (GF 4 


—(36)(3) 0 3 


Usando a fórmula obtida no Exemplo 3, Seção 8, temos 


4?у/4х? E 


3 
“To (ух? qro Ca 


Quando (x, у) = (0.3), o vetor tangente é horizontal, de modo que o 
normal principal unitário aponta para baixo (na direção da concavil 
elipse neste ponto). Portanto, no ponto (0:3), N = — / e temos 


a=[|rpêN=|=H(10/(-)) = —18j. 


9.2 Força centrípeta 
Se combinarmos a lei de Newton f = тА com a equação 


N, obtemos a equação 


= ч T + |x[m? N; 
dt 


isto é, a força J atuante na partícula pode sempre ser decomposta na 
duas componentes vetoriais perpendiculares: uma componente гат 
m(dvldt) T de módulo т dv[dt e uma componente normal |x| mviN de 
16 тах, O vetor componente normal |к то? № é denominado vetor 
centripeta e seu comprimento |x| mv? é denominado intensidade da 
centripeta ou às vezes simplesmente de força centripeta. 


Uma partícula P se desloca sobre um círculo de raio r com centro 
ponto Py. Ache as componentes vetoriais tangencial e normal da fi 
atuante na partícula em função da velocidade instantânea v e de sua d: 
үз o caso em que a velocidade v da partícula é uma coi 

ig. 4). 
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SoLUÇÃO 
Pelo problema 29 do conjunto de problemas 8, o valor absoluto da curvatura 
do círculo é dado por |x| = 1/r. Desse modo 


onde о vetor normal principal unitário N aponta em direção ao centro do 
círculo e o vetor tangente unitário 7 aponta na direção do movimento instan- 
tâneo da partícula. Se a partícula se move com velocidade constante v, então 
аа = 0 e o vetor força f coincide com o vetor força centripeta (mu*/r) N. 
Neste caso a força centrípeta é 


|= 


О simétrico do vetor força centrípeta no exemplo acima, isto é, o vetor 
— (тиғ) Ñ, aponta no sentido contrário ao do centro do círculo e é denomi- 
nado vetor força centrífuga. Se uma pedra for rodopiada amarrada num 
bastante, a inércia da pedra faz com que ela seja puxada para fora do centro 
de rotação. e este puxão é representado pelo vetor força centrífuga — 
(mv?lr) М. A amplitude do vetor força centrifuga mv*!r é frequentemente 
denominado força centrifuga e se manifesta como uma tensão no barbante. 
Note que a força centrífuga е а força centrípeta são numericamente iguais, 
mas os vetores força correspondentes têm sentidos opostos. 

A fórmula mv?r para as forças centrípeta ou centrífuga dá a força em 
dinas quando т está em gramas, р está em centímetros por segundo er está 
em centimetros. Para converter dina em quilograma-força, divida por 
980.000. Se m é expresso em libras, v em pés por segundo e r em pés, mv?/r 
será expresso em unidades de força. Para converter uma unidade de força em 
libra-força, divida por 32. 


Uma massa de 100 g percorre uma trajetória circular efetuando três voltas 
cada segundo, presa à extremidade uma corda de 70 cm de comprimento 
Ache a tensão na corda em quilograma-força. 


SoLUÇÃO 

A tensão na corda é igual à intensidade da força centrífuga mu*/r. Como a 
massa percorre três vezes o círculo a cada segundo. sua velocidade v é dada 
por 


ar(3) = бл” = (6r)(70) = 4207 cm/s 


Portanto, a tensão é dada por 


a 207)? 
Шашы =252.000л° dyn 32.487.140 dyn 2.54 kg. 


Um caminhão de 9 t faz uma curva de 100 metros de raio com uma velocidade 
de 15 quilômetros por hora. Determine a força centripeta. 


SOLUÇÃO 
Aquim = 9(2000) = 18.000 libras, ғ = 100 pés, e = 15(5280)/3600 = 22 pés/s. 
A força centrípeta é direcionada para o centro de curvatura e tem intensidade 


т? _ (18.000)022)2 _ 


100 87.120 unidades de força = 2722,5 libras 
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Conjunto de Problemas 9 


1 Uma partícula sé move sobre о ramo superior da hipérbole y*/4 — х?/9 = 1 da 
esquerda para a direita, com velocidade constante de 5 unidades de distância por 
segundo. Ache (a) o vetor velocidade e (b) o vetor aceleração no instante em que a 
partícula passa pelo vértice (0,2). 

2 Uma partícula se move sobre a parábola y = х da esquerda para a direita. Quando 
ela passa pelo ponto (2:4), v tem valor de 3 unidades por segundo e аша tem valor 
de 7 unidades por segundo. Ache (a) o vetor velocidade е (b) o vetor aceleração 
neste ponto. 


3 Uma partícula se move sobre uma elipse de accrdo com as equações 
[х = cos 2л! 
[у = 3sen2zt 


4 Uma partícula se move ао longo de uma curva по plano ху de acordo сот as 


Calcule v e a taxa de variação dv/dt da partícula no instante £. 


к =3 
equações paramétricas | я 
у= 


dxdx дф 
de di dt? 


(Satt) 
de d 


1 B E dx дей, dx E Фу dy 28 


(dx jd! + (dy/dt 


at de de? аа?! ^ ac lara arde P 


5 Um jogador de futebol chuta uma bola sob um ângulo de 30º com o nível do solo e a 
uma velocidade de 48 metros/segundo. Considerando que a origem O do sistema de 
coordenadasxy é colocada sobre o ponto de onde a bola foi chutada, e desprezando 
a resistência do ar, ache: 

(a) A equação do movimento da bola. 

(b) O vetor velocidade V no tempo t. 

(с) O tempo total de vôo T da bola. 

(d) O vetor velocidade no ponto de impacto 

(e) А distância horizontal entre a origem e o ponto de impacto. 

6 Um projétil é lançado do ponto (a;b) no plano xy em uma direção que faz 30º com o 

eixo positivo dos x a uma velocidade inicial v unidades de distância por segundo. 
Despreze a resistência do ar. 

(a) Deduza a equação vetorial de movimento do projétil. 

(b) Mostre que a trajetória do projétil é uma parábola. 

7 Uma partícula de massa de 2 quilos gira num círculo horizontal de raio 2 metros. A 
partícula faz 4 revoluções por segundo. Ache a força centrípeta da partícula. 

8 Umcentrifugador horizontal gira a 4300 revoluções por minuto e tem 3 centímetros 
de raio. A força centripeta desenvolvida por um objeto no centrifugador é quantas 
vezes a força de gravidade no projeto? 

9 Um avião a jato está voando a 600 quilômetros por hora em um círculo horizontal. 
Ache o raio do círculo em quilômetros se o piloto sente uma aceleração centrífuga 
de “3 g”, isto é, três vezes seu próprio peso. 

10 Uma partícula de massa т se move sobre um círculo de raio r com uma velocidade 
uniforme. Se a partícula faz N revoluções por segundo, mostre que a força centrí- 
fuga é dada por 4 c? Nimr. 

11 Uma menina rodopia um balde d'água em um círculo vertical sobre sua cabeça. 
Qual o número mínimo de revoluções por segundo que manterá a água no balde se o 
raio do círculo é 60 em? 


Conjunto de Problemas de Revisão 


1 Se A, B, C, D são pontos do plano xy tais que OB" — ОА” = OC'— OD, mostre que 
ABCD é um paralelogramo. 


VETORES NO PLANO 


2 SejamÃ еВ os vetores posição dos pontos Р e О respectivamente, do plano. Ache o 
vetor posição do ponto a 4/5 da distância entre Р е О. 

3 Se OABC é um paralelogramo do plano xy coma e C como vértices opostos, mostre 
que 


4 Explique o significado geométrico da condição À + B + С = Donde À, B e C são 
vetores do plano. " de a 
5 Seu e v são escalares tais quenÁ = 04, onde À é um vetor, é verdade queu = v? Por 
quê? 
uponha que ABCDEF é um hexágono regular com centro na origem O (Fig. 1). 
Simplifique as seguintes expressões 


(a) (AB+ OE) + (AP + BC) + (40 + CD) + (ED + TF). 
(b) (AD — AP) + (FE — BA) + (40 — ОР) + (FD — DB). 


7 Seséumescalar não-nuloe se À c B são vetorestaisquesÁ =sB, Everdade queÁ = 
B? Por qué? 

8 Sei c] são a base canônica do plano xy, escrevi аА como combinação linear defeje 
ache [А|, onde À é o vetor cuja origem está em (2; — 1) e cuja extremidade está em 


9 Sejam i- 3je B = 41+ Josvetores posição doplanoxy. Desenhe os vetores А; B 
eC = А + tB no mesmo diagrama para (a) £ = Узе (b) = — 2. Fig. 1 
10 Sejamá —2i +jeB =i + 3j vetores posição do planoxy. Desenhe os vetoresÁ, B,e 
С = sÃ + 1B no mesmo diagrama para (а) s =t = 2e (b)s =- let 
11 Ache o ponto médio do segmento de reta que contém os pontos terminais dos 
vetores posição À = +JeB=2%+ 7). 
12 Ache as coordenadas do ponto que está a 710 deP = (– 5, – 9)а0 = (7,7). 
13 SejamÃ = 27 —jeB = 27 — 3j. Ache cada uma das seguintes expressões: 
(a) 54 (b) —4B f) A+B (d) 4—B (e) 24 + 38 
(1) -B (в) 22-38): (04 +38) (h) |4| () JA- B| G) [24|+]3В 
14 аы —i4 2j, B = Ñ — 4j, eĈ =3 — 5j. Acheosescalaress cttaisqueC =sÃ + 
tB. 
15 Use o produto escalar para achar os três vértices do triângulo ABC onde 
m-2,— DB =(— L6, eC = (2,4). 
16 Ache dois vetores Y e Ў do plano de modo que X e Y sejam perpendiculares ao vetor 
Ā =ñ- 3 e|% = |0 = А. 
17 Acheas componentes escalares em relação à base canônica do vetor obtido pela 
rotação do vetor À = xi + yj de 90º no sentido anti-horário. 
18 Ache as componentes escalares em relação à base canônica f, / do vetor pela 
rotação do vetor À = xi + yj de Ө radianos no sentido anti-horário. 
19 Dado que А + BE — |А — B? = 0, mostre que À tem que ser perpendicular a B. 
20 Sejam À e B dois vetores dados do plano tais que À 0,|А| #0, e |В| +0. Mostre 
que É é qualquer vetor do plano, então С 
21 Ache a projeção escalar de À sobre B se À +3 e B= —3i4 4]. 
22 Umfabricante vendex sofás аа cruzeiros por sofá ey cadeiras ab cruzeiros cada. О 
vetor D = (x, у) é chamado o vetor demanda, enquanto que o vetor R = (a, b) é 
chamado de vetor procura. O vetor custo é definido por С = (с, d) onde c é o custo 
da fabricação de um sofá e d é o custo da fabricação de uma cadeira. Dê a 
interpretação econômica de 
(a) D-R (b) D-C (c) D 
23 Desenhe dois vetores À e B do plano tais que 
(a) 4-B>0 (b) 4:B=0 (e) 4 


24 Esboce o gráfico das equações vetoriais não-paramétricas dadas, onde Л 
3je В=21+]. 
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(a 


) TAR B)-0 (b) (R 
(с) 4- 


R=8 (4) R-(R 


25 Ache a equação da reta que contém o ponto (3,4) c tem coeficiente angular —2/5. 
(a) Na forma escalar não-paramétrica 
(b) Na forma vetorial não-paramétrica 
(с) Na forma vetorial paramétrica 
(d) Na forma escalar paramétrica. 
26 Estabeleça as equações de (a) а (d). problema 24, sob a forma paramétrica vetorial. 
27 Mostre que as equações paramétricas vetoriais abaixo têm o mesmo gráfico: 


(a) R= (3 sent)i + (3 cos 1)/ (b) R = (3 cos 2t) + (3 sen2t)j 


28 Seja F(1)=/1— Li+ In Q — 0. 
(a) Qual o domínio de F? 
(b) Ache lim Ft) 
215 


(с) А É é contínua? Por qué? 
29 Ache a equação paramétrica vetorial para a hipérbole x? — y 
funções hiperbólicas) 


1, (Sugestão: use 


Nos problemas de 30 а 34, ache (a) F'(t) e (b) F(0). 


30 F()- (2+ Di + (o 0) 31 Ё) = t- 1) 17 30 —2)75j 32 Ге) = (2 cos 51)? + (5 sense] 


33 F() = ei (6727) 34 F(t) = (cos 12) + (cos? 1)j 


Nos problemas de 35 a 38, ache (a) i ЕЦ) e (b) F(): Fo. 


35 F(t)- (t — зет!) + (t + cos t)j 36 F(t)= (e “cos t)i + (e^' sent)j 
37 Р) = e"i е tj 38 Р) = te Hip tej 
Nos problemas de 39 a 44, sejam F(1) = e'i + (t° — 1)], G(t) = (cos? t)i + (sen? 
Hj e h(t) = In (t + 1) Calcule as expressões 
E o 25 d ers 
39 ^ [Fl + 6()] 40 >, [F(t)- Ge 
di dt 
1 =н клып 
42 x OF 43 Р): F'(t) 
d 


45 Ache o comprimento de arco da curva cuja equação vetorial é R = 3(sent — 17 + 
3(cos + — 1y entre os pontos t = 0 e 1 = 2. 


t 
a, entre os pontost = Oei=2m. 


46 Ache ocomprimento dearco dacurva | 


- ® Ue 
47 O vetor posição de uma partícula no instante г é dado рог R = ti + G + a jj 


Ache a distância percorrida pela partícula no intervalo de tempo de: = lat = 4. 


x 


32t 
48 Uma bola se move de acordo com as equações | 
у 


-16? 


segundos. Qual a distância percorrida pela bola durante оз 3 primeiros segundos? 


onde! é o tempo em 


Nos problemas de 49 а 52, ache (а) o vetor tangente unitário T, (b) a curvatura x da 
curva dada рага um valor dado de г e (c) o vetor normal principal unitário №. 


49 R(t)- (3 cos r)i + (sent)/emt = 0 50 R(t)- (tan 2t)i + (cot 24) emt = 


VETORES NO PLANO 


|х 

emt= 

БЕ p mi=1 
p= 


л 
emi= 
= In sect 4 


Nos problemas de 53 а 57, ache (a) o vetor velocidade V, (b) o vetoraceleracioÁ, 
(c) a velocidade v, (d) a taxa de variação de velocidade dv/dt, (e) a componente vetorial 
tangencial de aceleração c (f) a componente vetorial normal da aceleração para uma 
partícula no tempo t de acordo com as equações de movimento dadas. 


53 R()- (P + 8i (21° – 1) 54 Е) = is ету 
= o É 
56 Rit) = (t cos t)i + (t sent)j 57 R()- ( + ai + 
58 Uma partícula se move sobre o ramo da hipérbole xy = 1 que está no primeiro 


quadrante de modo que sua abscissa cresce com o tempo. No instante em que a 
partícula passa pelo ponto (1; 1). sua velocidade é v = 2 unidades por segundo e à 
taxa de variação da velocidade é dada por dv/dt = — 3 unidades por segundo. Ache 
(a) o vetor velocidade V e (b) o vetor aceleração À nesse instante. 

59 Umpiloto está saindo de um mergulho vertical seguindo um arco de círculo de raio 1 
km. A velocidade de seu avião é constante e igual a 500 quilômetros por hora. Com 
quantas vezes o seu próprio peso está o piloto sendo pressionado no seu banco no 

onto mais baixo do arco de círculo? 

60 Beja R =g(t)i + h(1)j a equação de movimento de uma partícula de massam no plano 
xy. (a) Se aft) é a área varrida pelo vetor posição variável А como função do tempor, 
mostre que 


(2) (0) — һа (0) | 


<lt)= 


(b) Sea forga atuante na partícula é sempre direcionada para a origem, mostre que 
о vetor posição Ё varre arcas iguais em tempos iguais. 


5 


5 
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SISTEMAS COORDENADOS E 
VETORES NO ESPAÇO 
TRIDIMENSIONAL 


Neste capítulo estudamos a geometria tridimensional com a ajuda 
sistemas coordenados e vetores no espaço tridimensional. Todas аз оре! 
ções definidas para vetores no plano — adição, subtração, multiplicação: 
escalares, e produto escalar — continuam sendo válidas para оз vetores 
espaço tridimensional. Além dessas, definimos o “produto vetorial” 
vetores no espaço e usamos vetores para obter as equações de retas e pl 
no espaço. O capítulo também inclui funções vetoriais curvas no espag 
superficies de revolução e superfícies quádricas. 


Sistemas de Coordenadas 
Cartesianas no Espaço 
Tridimensional 


A fim de designar as coordenadas cartesianas de um ponto P no es 
tridimensional, geralmente começamos escolhendo uma origem O. Em 
guida, estabelecemos um sistema de coordenadas по plano horizontal, 
sando por O, com о eixo positivo x apontado para o leitor e o eixo positiv 
estendendo-se para nossa direita (Fig. 1). Para achar as coordenadas c 
sianas de um ponto P no espaco, baixamos uma perpendicular de P ao pl 
ху e chamamos o pé desta perpendicular de О = (х,у). Definimos a coors 


plano horizontal v p 


Fig. 1 
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Fig. 2 Fig. 3 


пайа z де Р por: = + |РО|. onde usamos o sinal positivo se P está acima do 
plano ху e o sinal negativo se P está abaixo do plano xy. E evidente que se P 
está no plano xy, então Р = О ez = 0. Desta forma adistância orientada 


do ponto? ao plano xy. O ponto é conhecido pelastrés coordenadas x, y ez, 
e representamos por P = (x. v, 


Quando utilizamos o processo de coordenadas cartesianas no espaço 


Fig. 4 


s 
E SY 
T 70,30) 
(2,0,0), a 
тр 50.3, 
plano үг 


Fig. 5 
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plano 11 


Fig. 6 


i 


Fig. 7 


ET 


e pu) 
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tridimensional, costuma-se introduzir um terceiro eixo coordenado, cha- 
mado de eixo z, perpendicular ao plano xy, passando pela origem O e com 
sentido para cima (Fig. 2). O eixo z possui a sua própria escala numérica, 
assim como os eixos x e y, e a unidade de distância no eixo z é escolhida 
geralmente como sendo a mesma dos eixos x e y. 

Se P é um ponto qualquer do espaço, não podemos determinar a coorde- 
nada de P somente medindo a distância orientada de P ao plano xy, mas 
também traçando uma perpendicular de P ao eixoz (Fig. 3). O valor daescala 
do pé desta perpendicular é evidentemente a coordenada de Р. Por esse 


PE) 


Р 


Fig. 8 


„у 


x my.) 


Fig. 9 


mesmo método, as coordenadas x ey de P podem ser encontradas tragando- 
se perpendiculares aos eixosx e y, respectivamente (Fig. 4). Desde que todas 
as três coordenadas de P possam ser determinadas traçando-se perpendicula- 
res aos eixos coordenados, nào é necessário desenhar o plano xy quando se 
esbocarem diagramas tridimensionais — os trés eixos coordenados são ЗШ 
cientes. 

Do mesmo modo que os eixosx e y determinam o plano xy, os outros dois 
pares de eixos determinam planos, que são o plano xz e o plano yz. Os planos 
ху, xz e yz são denominados os três planos coordenados. Para visualizas 
esses planos, imaginemos que a origem seja o canto de uma sala, sendo o chão 
o plano xy, a parede à esquerda o plano xz, e a parede com a face voltada 
para o leitor, o plano yz (Fig. 5). As coordenadas de um ponto P no espaço 
são, então, as distâncias orientadas x, y e z de P aos planos yz, xz e x 
respectivamente. A Fig. 5 mostra o ponto (2, 3, 5) e todos os outros poi 
obtidos projetando o ponto perpendicularmente sobre os planos coorde 
e eixos coordenados. | 

Os três planos coordenados dividem o espaço em oito partes cha 
octantes. O остате em que todas as três coordenadas são positivas — 15! 
acima do plano ху, à direita do plano xz e na frente do plano yz da Fig. 5 
chamado de primeiro octante 
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EXEMPLO 


O sistema de coordenadas aqui descrito é chamado de sistemas de 
coordenadas destrógiro, tridimensional e cartesiano (ou retangular). Desde 
que um tal sistema de coordenadas tenha sido escolhido. referimo-nos ao 
espaço tridimensional como o espaço xyz. (Casualmente, um sistema de 
coordenadas cartesianas “levógiro” teria os eixosx e y trocados; no entanto. 
aqui, e no que se segue, não usaremos o sistema coordenado levógiro.) 

Dois pontos A e В no espaço são ditos simerricamente situados em 
relação ao plano Ilse П passa pelo ponto médio do segmento de reta AB e é 
perpendicular a este segmento (Fig. 6). Por exemplo. os pontas A = (x. 
B =(—х, y, z) estão localizados simetricamente em relação ao plano y 
7). Da mesma forma que os pontos A = (x. у, z) e С = (x, у, 2) estão 
localizados simetricamente em relação ao planoxz, enquanto que os pentos À 
—(x, x, z e D — (x, у. =z) estão localizados simetricamente em relação ao 
plano xy. 

Observe na Fig. 8 que os pontos C = (х, y, 0) eD = (—x, —y, 0) estão no 
plano xy е situados simetricamente em relação à origem O. Se C e D 
ambos acrescidos de z unidades, teremos os pontos А = (x, 
—y, 2), respectivamente. E óbvio que A = (x, y, z) eB =(— 
situados simetricamente em relação ao eixo г. 

Raciocinando assim, podemos ver que os pontos A = (х, y, z)eE = (х. 
ão simétricos em rela: ao eixo y, enquanto os pontos А = (x, y. Z 
ão simétricos em relação ao eixo. Finalmente, observe 
x, y, 2) eG = (—x, —y, —2) são simétricos em relação à 


que os pontos А 
origem O (Fig. 9). 


Marque o ponto Р = (3,4. 5) e os seguintes pontos dando suas coordenadas: 


(a) O ponto Q, simétrico ao ponto Р em relação ao plano xy. 
(b) O ponto R, simétrico ao ponto P em relação ao eixo y. 
(c) O ponto $, simétrico ao ponto Р em relação à origem. 
(d) O ponto T que tem 5 unidades abaixo de P. 


SOLUÇÃO 


Fig. 10 


Estes pontos estão assinalados na Fig. 10, 

Pelo gráfico de uma equação no espaço xyz (ou um conjunto de equações 
simultâneas) envolvendo uma ou mais das variáveis х, y ou z, entendemos о 
conjunto de todos os pontos 2 = (x, y, 2) cujas coordenadas x, у, z satisfazem 
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a equação (ou equações). Por exemplo, o gráfico da equação z = 0ё@ 
conjunto de todos os pontos Р = (x, у, 0), e portanto consiste em todos os 
pontos do plano xy. Semelhantemente, o gráfico de x = 0 é о plano yz e o 
gráfico de y = 0 é o plano xz. 


Desenhe o gráfico de z = 0 e o gráfico de y = 1 no espaço хуг. Explicite a 
interseção desses dois gráficos. 


Fig. 11 


SOLUÇÃO 


Ográfico dez = 0ё o plano xy, parte do qual aparece na Fig. 11. Ográfico 
dey = 1 é o conjunto de todos os pontos cuja coordenada y é 1; isto é, todos os 
pontos uma unidade à direita do plano xz. im, o gráfico dey = 1 éum plano 
paralelo ao plano xz e uma unidade à sua direita (Fig. 11). Os dois planosz =@ 
ey = | evidentemente se interceptam em uma reta paralela ao eixo x e uma 
unidade à direita da origem no plano xy. 

Dois planos não-paralelos quaisquer, assim como os planosz = деу = й 
па Fig. 11, interceptam-se em uma reta. Por exemplo, acquagáoz = b, onde & 
é uma constante. representa um plano perpendicular ao eixo z со intercepta 
no ponte (0, 0. b), assim como y = c, onde с é uma constante, representa um 
plano perpendicular ao eixo y e o intercepta no ponto (0. c, 0). (Por que?) 
Logo, a interseção do plano z =b eo plano y =¢ éa reta paralela ao eixo x, 
possuindo todos os pontos da forma P = (x, c, b), onde x pertence ao com 
junto de todos os números reais. Esta reta é o gráfico de duas equações 


simultâneas 
yet 


Escreva um par de duas equações simultâneas cujo gráfico é uma reta 
perpendicular ao plano xy e contém o ponto (—3, 2, 1) (Fig. 12). 


SOLUCAO И 
А reta em questão contém o ponto (—3. 2, 0) no plano xy. En de Pr el 
€ 


ponto P está nesta reta se, c somente se, à coordenada x de P for —3 
coordenaday for 2 — não há nenhuma restrição para a coordenadaz deP. 


consegiiência, as equações simultáneas |х= —3 representam a reta dada 
y=2 
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Fig. 12 


2 Descreva dois planos cuja interseção é a reta da Fig. 12. 
SoLUÇÃO 


Evidentemente a reta | e a interseção do plano x = —3 com o plano 


y —2. Oplanox = —3 é perpendicular ao eixox e contém ponto (—3, 0,0). О 
plano у = 2 é perpendicular ao eixo у e contém o ponto (0, 2, 0). 


3 Ache a equação do plano contendo o ponto (a, b, c) e o paralelo ao eixo vz 


SOLUÇÃO 
No plano em questão, todos os pontos tém a mesma coordenada x, x — a. 
Reciprocamente, nenhum ponto Р da forma Р = (а, y, z) pertence ao plano. 
Logo, a equação do plano é x = a. 

Vamos deduzir agora a fórmula da distânciar entre o ponto P =(x, y, z) € 
a origem O do espaço xyz. Na Fig. 13, sejar, a distância, no plano xy, entre o 
ponto O = (x, y, 0) origem O. Pela fórmula usual da distância entre dois 
pontos no plano xy, г t* + y? Aplicando o teorema de Pitágoras ао 
triángulo ООР, temos +? = r} + |РО = х? + y? + 2% logo, 


Q = (.y,0) 
x 
Fig. 13 
EXEMPLOS 1 Encontre a distância r entre a origem e o ponto (2, 3, — 1). 
SoLucAo 


Da fórmula acima. temos 


к=з ү ү 


ЛА unidades. 
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2 Descreva e desenhe © gráfico no espaço xyz da equação 


E pp A od. 


Fig. 14 


SOLUÇÃO 

O ponto P = (х, у, z) pertence ao gráfico se, e somente se, vk 
isto é, se e somente se a distância de O a P for igual a 2 unidades. Assim, 
gráfico é à superficie de uma esfera de raio de 2 unidades com centro па 
origem O (Fig. 14). 


Conjunto de Problemas 1 


1 Os pontos (3,5,7), (3.0.7), (0,0,7)(0,5,7), (3.5.0). (3,0,0), (0,0.0), e(0,5,0) formam os 
vértices de uma caixa retangular no espaço xyz. Desenhe esta caixa e marque os 
vértices. 

2 Uma perpendicular é traçada do ponto Р = (—1, 2, 5) ao plano yz. Encontre as 
coordenadas do ponto О no pé desta perpendicular, 


Nos problemas 3 a 6, marque o ponto P dado e, em seguida, dé as coordenadas с 
marque os seguintes pontos. 


(а) O ponto 0, simétrico a Р em relação ao plano yz 

(b) O ponto R, simétrico a P em relação ао eixo z. 

(c) O ponto S, simétrico a P em rel à origem. 

(d) O ponto T pertencente à reta que passa por P, paralela ao eixo y, mas que está 2 
unidades mais afastado para a direita do que P. 


3 P=(1,2,4) 4 P=(3,5,0) 5 P=(2,-1,-3) 


7 Descreva e desenhe o conjunto de pontos P = (x, y, z) no espaço xyz que satisfaça 
ambas as condições x = —1 è z = 2 
8 Escreva a equação do plano contendo os três pontos (—27, 14, 3), (111, —7 
(666, 1720, 3). 
9 Descreva о conjunto de pontos P = (x, у, 2) no espaço xyz satisfazendo a condição 
z=1 
10 Dê uma equação ou equações descrevendo o eixo x no espaço xyz. 


n 


Nos problemas 11 a22, desenhe o gráfico no espaço xyz de cada equação ou equações. 


14 x+y=1 


18 


| 
y 


SE 
D] 
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EI. 


conjunto de pontos na reta 
origem. 

plano 

centro no ponto (7. 0, 0). 


О conjunto de pontos no 
_ coincide com o eixo z. 


P=(-2,1,2 


2 


20 


ndicular é traçada no ponto P = (3 
5 do ponto О no pé desta perpendicular. 

&se que os pontos A = (x, у, z) e B estão localizados simetricamente em 
ao plano z = c, ache as coordenadas de B. 


ji contendo os dois pontos (5, 0, 7) e 
conjunto de pontos na superfície de uma esfera de raio 5 unidades com seu centro 


р 


|s- 


A PrP 
E21 


ыч 


‚ 5, 7) ao plano y = —1. Ache as 


25434, escreva uma equação ou equações para os conjuntos de pontos 
unto de pontos num plano paralelo ao plano xy situado 4 unidades abaixo do 
o de pontos no plano perpendicular ao eixo y, passando pelo ponto (—1. 
into de pontos no plano perpendicular ao eixo.x, contendo o ponto (27, 1/2. 


into de pontos na reta paralela ao eixo z contendo o ponto (—2, —7, —15). 
ito de pontos na reta paralela ao eixo у contendo o 


712). 


ропіо (5, 16/3, 
d. LA 


O conjunto de pontos em um círculo de raio $ unidades, paralelo ao plano уг, com 
lindro circular reto de raio 5 unidades, cujo eixo central 


Ache a distância r entre a origem e o ponto dado Р. 
(b) P 


(8.0, —6) (e) P=(-4,-3,0) (d) P= (1.4.5) 


Vetores по Espaço 
Tridimensional 


O conceito de vetor e a álgebra de vetores continuam sendo os mesmos, 
com poucas mudanças. para vetores no espaço tridimensional. Desta forma, o 
vetor no espaço é definido como sendo um segmento de reta orientado — isto 
€, uma flecha — е a reta orientada de P a Q é representada por PQ. Dois 
vetores no espaço são considerados iguais se eles tiverem o mesmo compri- 
mento, forem paralelos e apontarem para a mesma direção. As definições de 
soma e diferença de vetores, o simétrico de um vetor. o produto deum escalar 
por um vetor e o produto escalar de dois vetores são literalmente os mesmos 
para vetores no espaço 

Aspropriedades algébricas básicas de vetores no espaço são exatamente 
as mesmas dos vetores no plano. O leitor é conduzido a esboçar diagramas 
para melhor ilustrar-se no que vem a seguir. 
Propriedades algébricas básicas de vetores no espaço 


Sejam A, B e É vetores no espaço tridimensional e sejam s e 1 escalares. 
Então: 


A+B=B+Ã 
24+4(B+O)=(1+B)+€ 
3320-3 
4 A+(-A)=0 


бо sm 
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Se somente dois vetores no espaço. À e, são envolvidos, eles p 
sempre ser colocados de um modo que tenham a mesma extremidade 
inicial). e pertençam ao mesmo plano (Fig. 1). Observe que todas as 
nações lineares sá + 1B de À e B pertencem ао mesmo plano. (Por 

Três vetores no espaço. À, B е É são ditos coplanares (ou li 
dependentes) se, quando possuírem a mesma extremidade, eles estivet 
mesmo plano (Fig. 2). É fácil ver que três vetores no espaço são coplam 
se, е somente se, um dos vetores puder ser expresso como uma combi 
linear dos outros dois (problema 50). 


Fig. 1 Г, 
Р, > 


Vetores coplanares 


Fig. 2 


Três vetoresÃ, B e C são ditos linearmente independentes se nào fora 
coplanares. 

O teorema seguinte estabelece um teste útil para a independência line 
de três vetores. (A prova do teorema é proposta no exercício 52.) 


TEOREMA! Independência linear de três vetores 


Trés vetores À, B e € são linearmente independentes se, e somente 
satisfeita a seguinte condição: Os únicos escalares а, b e c para 05 


ай +В +С =D 


| 
> 


sãou=0,b=0, e с 


Os vetores unitários |, ¡e k com direções ao longo dos eixos x, y 
respectivamente, são vetores não-coplanares no espaço xyz — logo, 
mente independentes (Fig. 3). Nós chamamos i, j ek de vetores da 
canônica no espaço xyz. 


P=(x,y,2) 


Vetores de 
base canónica 
no espaço xyz 


Fig. 3 Fig. 4 
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EXEMPLO 


Assim como todo vetor no plano xy pode ser expresso como uma 
combinação linear dei ej, todo vetor no espaço xyz pode ser expresso como 
uma combinação linear de i, j ck. De fato. dado um vetor А no espaço xyz, 
podemos mover a extremidade de R até a origem O, desta forma R = OP é o 
vetor posição do ponto P = (x, y, 2) (Fig. 4). 

..., ЅејаО = (x, y, 0) o ponto do pé da perpendicular de Р ao plano xy. Tomo 
OQ ёо vetor posição de O no plano xy, temos que OQ = xi + yj. Como QP é 
paralelo a É, é evidente que OP = zk. Portanto, 


E " 
ЕЁ = 00 +0P = xi + yj ck. 


Como anteriormente, x, y ez chamados de componentes (escalares) de R 
em relação à base canônica i, jk. | » 

A soma À + B, a diferença À — B e o produto 54 são calculados 
“componente por componente” para vetores А e В no espaço xyz, assim 
como para vetores no plano. Assim, se 


A=aj+aj j+ak e B=bji+b,j+bak, 
entáo 
1 4+B=(a, bi (as +b3) + (а, + b, 
1— В = (a, — hi) + (a, — bo)j + (a4 — b 
3 sA = (su,)i + (5a5)] + (su, k 


кә 


Seja A=2i—3+k e B=i+2j+ 5k. 
Ache (a) A+ B, (b) 4 — B, (c) 74, e (0) 74 — B. 


SOLUÇÃO . E 
(a) A-B2 (2+ 1)i- (2342) (1 + 5)k —3i — j + 6k. 
(6) A- B- (2-1) + (-3-2) + (1-5 — 5j — 4k. 
(c) 74 = (7)(2) + (7)(—3)/ + (Mk = 14i — 21j + 7k. 
(à) 74 — B= (14 — 1) + (-21 2) + (7 – 5k = 137 


— 23j + 2k. 


Os trés componentes escalares de um vetor no espaço xyz são unica- 
mente determinados pelo vetor. Para ver isto, admita que 


x, yj dunk 


xi BE Yaj е A 
Então, 


(ку = х) (py — 05) + (2, — 2X 


desde quei,j e k sejam linearmente independentes, temos que x, — x, = 0. yı 
= ys = Q ezı — xo = 0. Desta forma, x, = Xs. yi = уз € Z1 = 2». 

Já que um vetor É = xi + yj + zk ao mesmo tempo determina e é 
determinado pelos seus trés componentes escalares x. y e z. é costume 
representar Ё pelo termo ordenado (x, y, 2) e escrever R = (x, y, 2). Usando 
esta notação, podemos escrever a solução do último exemplo como 


aj AD + 0,2595 (3,1,0). 
b) @2,—3,1)— (1,2,5) = (1, 5, —4). 
с) 7(2, 23,1? = (14, 21,7) 

d) RE —3,1) —(12,59= (їз, —23,2x 


( 
( 
( 
( 


O leitor pode usar a notação do termo ordenado para vetores do espaço 
хус quando lhe parecer conveniente. _ 

O ángulo 9 entre dois vetores А e В no espaço tridimensional é medido 
juntando-se as extremidades dos dois vetores, de modo que eles estejam 
sobre o mesmo plano (Fig. 1), e depois medindo o ângulo como de costume. O 
produto escalar de À e B é definido, m como para vetores no plano. por 
A-B = |А | |B| созд, onde |А| e |B| significam os comprimentos (magnitudes) de 
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А e B, respectivamente. 
As propriedades básicas do produto escalar no espaço ёге | 
são estabelecidas usando-se exatamente os mesmos argumentos dos vi 
no plano. 
Propriedades básicas do preduto escalar no espaço 
Se А, B e С são vetores no espaço tridimensional e s é um escalar, ent 


As propriedades 7 e 8 decorrem do fato de Ï, e serem vetores unitári 
e mutuamente perpendiculares. 

O teorema seguinte é importante e é o análogo para о espaço xyz 4 
Teorema | da Seção 3.2 do Cap. 14. 


Produto escalar de vetores no espaço xyz 
Seja A=ai+bj+ck e Bo xi yj  zk. Então 


A: Bo ах + by + cz. 


A prova do Teorema 2 é feita simplesmente expandindo-se o pr 
escalar (ad + bj + ck): (xi + yj + zk) e usando-se as propriedades 7 
(problema 54). Uma consegiência imediata do Teorema 2 équeseB = xi 
tikentioB.B =x? +y? + omo |B| = /B- B, pela Propriedade 4, (е 
seguinte fórmula para o comprimento de um vetor no espaço xyz: 


Se B = xi + yj + 2k, então |B| = /x? + y? + 


Seja 4=3i-2j+k e В= 21 + 5 – 2. Ache (a) A - B, (b) [ag 


e (c) |3- B]. 


Suponha que 8 é o ángulo entre dois vetores À eB no espaco tridimensiod 
Então, desde que А.В = |А| |B| cos Ө, temos 


cos 0 = 


э ы 
w 


14118]" 
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Esta fórmula nos capacita a achar о co-seno de Ө e, em seguida o ângulo 
Ө. em termos do produto escalar. 


EXEMPLO Ache о ângulo ê entre Å = 27 — 3 + keB — i 2j 5k. 


SOLUÇÃO 


cos 0 = 


logo, 
1 
O = 608 ! —— * cos”? 00488 = 872". 
2,4105 
N 
2.1 Distáncia entre pontos no espaco 
Podemos usar agora os vetores para deduzir a fórmula da distáncia entre 

dois pontos P = (x, y. z) e О = (a. b, c) no espaço xyz (Fig. 5). No caso, 

E P Р — j "E 

OP = xi + yj + zk, OQ = ai £ bj + ck, 


daí 


Q=(1.b,0) 


кщ. 5 


Assim, os componentes escalares do vetor PÔ no espaço xyz são as 
diferenças das coordenadas de О е as coordenadas correspondentes de P, 
Conseqüentemente, a distância entre os pontos P e Q é 


РО = [PO] = a (Е 


EXEMPLO — SeP = 2.3, -2)e О = (— 1. 1. S) ache (а) os componentes escalares de PQ e 
(b) a distáncia entre P e Q. 


SOLUÇÃO 
(a) РО = [(-1) - 2] [1 31) [5 — (-2)]E = —3i — 2j - 7K. 


(b) Usando a fórmula da distância acima, temos 


[Pg] = J[-1) -2P - B -38 « [5- 


= J unidades. 
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2.2 Co-senos diretores de um vetor B 

Considere um vetor А, não-nulo no espaço xyz. MovaA, se necessario, 
de modo que sua extremidade coincida com a origem O, e sejama, B e y os 
ângulos entre À e os eixos positivos x, у e г, respectivamente (Fig. 6). Os 
ángulos œ, f e y que são os mesmos entre À е os vetores unitários i, j ek, 
respectivamente, são chamados ângulos diretores do vetor À, Os co-senos 


dos três ângulos diretores são chamados co-senos diretores do vetor À e são 
dados pelas fórmulas 
ai вей) DE 
cosa = =. cosB= =, е 2087 = V 
1 [4| 141 


y 


Fig. 6 


(problema 30) a ES = m 
Agora, suponha que A = ai + bj + ck, então 


Ai=a, А-ке 
е 
Então, 
cosa = 
ya 
É 


Observe que 


logo, Os co-senos diretores de um vetor À não-nulo são os componentes 
"TON | — i ч 

escalares de vetor unitário ^ па mesma direção de А. Desde que (cosak + 
141 

(cos BJ + (cos yk seja um vetor unitário. segue-se que 

li 

isto é. a soma dos quadrados dos co-senos diretores de um vetor пйо-пий®@ 

sempre igual a I(problema 39). 


cos? q + cos? [f] + cos? y 
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ExEMPLO: Ache os ângulos diretores de À = 27 — j + 3k. 


SOLUÇÃO 


u=cos !—— — 5769, f=cos! —l x 10550", 
/ /14 


— 3670. 
JA 


2 SejamP = (—1.2,3)eQ = (-3,3,5). Ache os có-senos diretores do vetor Ã = 
00 © em que a soma dos quadrados dos seus co-senos diretores é iguala 


SOLUÇÃO 
Д= РО = (3 + 1) (3 – 2) + (5 – 3) = 21 +25; logo, 


" s А PAS 

[А| = =D 4 Eee tada 
S ja 3 5.3 

Logo, os co-senos diretores são cosa == 3 cos B = ES ecosy = & 


y-dy-üy-$4$9$-1 


(= 


e costa cos? ff + cos? 


Conjunto de Problemas 2 


Nos problemas 1 a 25, suponha que A = 3i + j — 4k, B = 4i j Д, =Ñ- Sj Ak, 
D= —2i + j + Tk, e E= 2i + j — k são vetores no espaço. Calcule cada uma das 
expressões. 

1 A+B 

4 C-B+2E 

7 |B|4 — |4|B 

10 2/4] 4-5|C] 11 4-B 

13 4:(B+C-D+E) 14 (3: B)C – (4: C)B 

16 (4-1B+ C) (E— 1D) 17 (C- B)E — (C- 4)B 


19 O ángulo 9, entre A e B. 
20 O ángulo 0; entre À сй — Д 


21 О ángulo 8; entre A — BeA + B 


24 Os ângulos diretores de À + B 
25 Os ángulos diretores de À — B 
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LET 
26 Ache um ponto D = (x, y, z) tal que AB = CD se: 


(a) A= (1,2,3), В = (7,6,5), C = (4,5,6). 
(b) A= (0, —1,7), B= (16, —3,5), C = (—8,—1,—2) 


Nos problemas 27 a 29, ache a distância entre os pares de pontos P; e Ps. 
27 P,=(7,—1,4); Р. = (8,1,6) 28 Р, = (11.5); Ру = (1, -2,3) 29 Р; = (2,3, —3): Р. = (2,1. 201 


30 Verifique as fórmulas dadas na Seção 2.2 para os co-senos diretores de um vetor 
náo-nulo А. 


Nos problemas 31 a 33, ache os co-senos diretores do vetor А = QD. 
31 P=(6-1,-2) e 0=(499) 32 P=(3,8,1) € 0=(1,2,10) 33 P=(91,-7) e Q—(LO SM 


34 Nos problemas 31, 32 e 33, escreva o vetor QP na notação de termo ordenado 
(х,у. 

Nos ЕА 35 а 38, determine quando а, 8 е у poderiam possivelmente ser os 

ângulos diretores do vetor А. 


35 4—90.8 = 135°, 45 36 х= 2л/3, 8 = 3л/4, у= 


37 ж=л/3, B =п/б,у = л/% 38 х= 120°, = 45, y = 60 


39 Prove que a soma dos quadrados dos co-senós diretores de um vetor não-nulo é 1. 

40 Seu = п/3 e B = 7/3 são dois ângulos diretores de um vetor A, ache os possíveis 
valores para o terceiro ângulo diretor y. 

41 Mostre que um vetor não-nulo A, no espaço, é completamente determinado por seu 
comprimento | e seus três co-senos diretores: cos ez. cos B e cos y. (Sugestão: 


Mostre que o vetor 4 = (I cos х)ї + (I cos f)j + (1 cos 3)K.] 


42 Mostre que À = 7i + 2j — 10k, B = 4i — 6j + Sk, eC 
posição dos vértices de um triángulo isósceles. 
43 Use o produto escalar para determinar quando o triângulo cujos vértices são os 
pontos (1, 7. 2). (0. 7. — 2), e (— 1, 6, 1) será um triângulo retângulo. — — 
44 Dé uma interpretação geométrica da média” ( (А + By? de dois vetores À e B. 
48 Seja A = РО onde P = (—1,2,-3) eQ = (11, 11.3). Ache um ponto $ = (x, y, z) tal 
que = 2А. 
46 (a) Sejam À e B vetores no espaço tridimensional. Mostre que a projeção escalar 
ES " Л.В 
de B sobre À é dada por —— 


E 


2j — 3k são vetores 


(b) ЅејатА = 67 — 3j + 2k eB = 21— J + E. Ache a projeção escalar de B sobre А. 
47 Se À é um vetor qualquer no espaço. mostre que 


A- (QD (C Dear ER 


(Sugestão: comece escrevendo À como À 
escalar em ambos os lados da eguação com 

48 Mostre que D = (B-B) À — (A-B)B é perpendicular ай. 

49 Os vetoresÃ=(1,1,0,B=(2,— 1,0 е С = (1, 1, |) são coplanares? Explique. 

50 Mostre que trés vetores são coplanares se e somente se um deles pode ser expresso 
como uma combinação linear dos outros dois. . Est 

51 Os vetores A = X — 3j + 5k, B = 3i +j- k, cC=i- Ñ+ 104 
independentes? Explique. 

52 Prove о Teorema 1. 

53 Suponha que А, В eC sejam vetores linearmente independentes e que хА+уў+:С 
= аА + bB + cC. Provequex = п, у = bez = c. 

54 Prove o Teorema 2._ 

55 ЗеА = Gu vis zo eB = 
co-senos diretores de À. i 

56 Em que condições |А + B| = А] + |B| é verdadeiro? 


Уй] + zÄ. Faça então o produto 
com j e com K.) 


ão linearmente 


ys 2), ache as fórmulas para (а) À-B. (b) |А| e (c) os 
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DEFINIÇÃO 1 


Fig. 2 


Produto Vetorial e Produto 
Misto de Vetores no Espaco 


Nesta seção estudamos e definimos um produto que é util para vetores 
no espaço tridimensional mas não o é para vetores no plano. Este produto é 
chamado de produto vetorial (produto externo ou produto transversal). 
Combinando o produto escalar com o produto vetorial, obtemos o produto 
misto (ou determinante) de três vetores no espaço. 

O produto vetorial de dois vetores no espaço é definido por um verorcom 
um certo comprimento e dir: eção. Para especificar а direção do produto 
vetorial de dois vetores, precisamos do seguinte conceito: três vetores li- 
nearmente independentes А. В e C formam uma trinca destróvirana ordem 
А, B, С se os dedos polegar. indicador e médio da mão direita (mantidos na 
posição "natural" puderem ser alinhados simultaneamente com А, B e C, 
respec vamente (Fig. 1). Porexemplo. os vetores da base canónica na ordem 
Lj e k formam uma trinca destrógira, mas na ordem, i. k não o fazem. (Por 
que?) 

Podemos agora dar a definição de produto vetorial. 


та! 
direita 


polegar 


dedo médio 


dedo indicador 


Fig. 1 


Produto vetorial 

Sejam À eB dois vetores não- puralelos no espaço tridimensional. Então, 
о produto vetorial de À e B, representado por A x В, é o vetor cujo compri- 
mento é numericamente igualà área do paralelogramo gerado por A e Becuja 
direção é perpendicular simultancamente a À e B de tal forma que À. Bc A x B 
seja uma trinca destrógira (Fig. 2). 

Naturalmente, se А e В são vetores paralelos, definimos À x Ё = 0. 

Por exemplo, os dois vetores unitários per pendiculares i ej geram um 
quadrado de área unitária: logo. 7 х J é um vetor unitário perpendicular 
simultaneamente a / e a j: de modo que i, j, / x ў seja uma tri 
(Fig. 3). Aim, ixj=k AR E A E o ds x k 


mesma na queixk=-je Т 
Calculando os produtos vetoria 


= -{. 
s - diss vetores i,j, k, utilizamos um 
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processo útil que facilita a memorização. 

Considere a Fig. 4, onde temos 1, J e k como pontós num arco de uma 
roda. Se, ao escolher dois desses pontos sucessivamente, girarmos no sen- 
tido dos ponteiros do relógio, o produto vetorial dos dois pontos escolhidos é 
o ponto restante: se girarmos no sentido inverso dos ponteiros do relógio € o 
valor negativo do ponto restante. Por exemplo, ao movermos de k para j, 
giramos no sentido inverso dos ponteiros do relógio; logo, k X j 3 

A condição que A, B, À х B é uma trinca destrógira, pode ser reformu- 
lada de várias maneiras equivalentes. Por exemplo, um parafuso de rosca 
para direita, que gira no menor ângulo de À para B, avança na direção A x В. 
De mesma forma, se o paralelogramo gerado por À e  é visto de cima deA x 
B, temos que o ângulo 0, de À para B, é obtido por uma rotação no sentido 
inverso dos ponteiros do relógio (Fig. 5). (Veja também o problema 35.) 

Observe que o sentido do produto vetorial é invertido quando os dois 
fatores são permutados; isto é, 


sentido inverso dos 

ponteiros de um 
relógio visto do topo do 
vetor A x B 


Fig. 5 


Logo. o produto vetorial não é uma operação comutativa. Consequen- 
temente. ao calcular os produtos vetoriais, devemos estar atentos à ordemem 
que os vetores são multiplicados. Р E 

Ses for um escalar positivo. então sd tem a mesma direção de A, porémé 
s vezes maior. Com isso, o paralelogramo gerado por А e В tem uma áreas 
vezes maior que a área gerada por À e B; isto é, 


2) x Bl=s|AxB| paras >0. 


Obviamente, à direção de (sÀ) x B é a mesma que a direção de À x B 
(por qué?), portanto, 


(52) x B=s(A х B) 
Deixamos que o leitor dé um argumento geométrico simples mostrando 
que a última equação ainda é válida quando s não for positivo (problema 37). 
Considerações semelhantes mostram que 
į x (tB) = t(4 x B). 


Colocando s out igual a — 1 resulta 


(-A)x B= —(Ā х В) = Ax(-B). 
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3.1 O produto misto —— _ а RA | 
O produto vetorial A x B de vetores À е B é um vetor e, portanto, é 


possível se formar o seu produto escalar (A X B) - © сот um terceiro уеїогС. 
O escalar (А 6) BOC é chamado de produto misto (triplo produto escalar ou 
determinante] dos vetores À, B e C. Suponha que À, B, C seja uma trinca 
destrógira. Observe que À, В е É formam três arestas adjacentes de uma 
“caixa”, cujas seis faces são um paralelogramo e cujos pares opostos de 
faces são paralelos e congruentes (Fig. 6). Esta caixa é chamada de paralele- 
pipedo,e seu volume V é dado pela área |À x B| de sua base vezes a sua altura 
h. Se 6 é o ângulo entre С c А x В, então = |С| cos 6. e pela definição de 


produto escalar 


А x В||С| cos 0 = (Я x B): C. 


y- |Ax Bh 


Logo. o produto misto (А X B) - C representa o volume da caixa (Fig. 6) 
gerada por A, B e C. 

SeA, B eC são vetores linearmente independentes que não formam uma 
trinca destrógira A, B e С dizemos que eles formam uma trinca levógira 
(destro: direita, levo: esquerda). Se A, В e С é uma trinca levógira, é fácil 
observar que В, А, С é uma trinca destrógira (problema 7): logo, se V é o 
volume da caixa gerada por B, À e É, temos que 


(AxB)-C=[--(BxA)]-C=-[(Bxa=-r. 


Portanto. concluímos pelas considerações feitas acima que о volume V 
da caixa (paralelepipedo) gerada pelos três vetores linearmente independen- 
tes À, B e É é dado por 

V= (A x BC. 
onde os sinais positivo e negativo são usados de tal forma que a trinca A, B, C. 
seja destrógira ou levógira, respectivamente. 

Se А, В, C é uma trinca destrógira (como na Fig. 6), então — como pode 
ser visto facilmente — В, С, A é também uma trinca destrógira. Assim. como 


o volume V da caixa gerada pelos três vetores é o mesmo, indiferente à face 
que for escolhida como base, devemos ter 


у= (Вх 0 A=-(4x B)-C. 


Igualmente, se А, B, С é uma trinca levógira, temos 


E em qualquer caso, 
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A x (B+C + D)=[A x (B + C)] + (A x D) = (Ах B) + (A x C) f 


TEOREMA 2 
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como (B x C)-A = А - (B x C), a última equação por ser escrita 
A-(BxCT)=(4x B) С; 


isto é, no produto misto o produto escalar e o produto vetorial 
trocados, mantendo-se os três vetores na mesma ordem. 


3.2 A lei distributiva e a fórmula do produto vetorial 

Embora a discussão anterior descreva o produto vetorial А x B 
iricamente e o relacione com o volume de um paralelepípedo, isso. 
como À X B pode ser achado diretamente por A e B quando À eB 
por seus componentes. Uma “fórmula do produto vetorial" que dé 
ponentes de 4 x B em termos dos componentes de A e В pode ser des 
com base no seguinte teorema: 


Lei distributiva para o produto vetorial 
Para quaisquer três vetores, А. В е С no espaço tridimen: 


Ax(B+O)=(AxD)+(Ax С). 
Prova 


Seja D = À x (Ē + C) - (Ax B) - (Ax C), e BET que é suficien 
que D — 0. Fazemos isto mostrando que D - = |D|? = 0. Assim 


D-D=D-[Ax(B+0)-(4xB)-(AxC)] 
=D-[4x (8+ C)] - D- (Ax B) - D- (Ax C). 


Trocando o produto escalar com o produto vetorial nos três produtos: 
obtemos 


ea prova está terminada. 
Naturalmente, a lei distributiva para o produto vetorial se e 
três ou mais parcelas; por exemplo 


A lei distributiva também é válida "para a direita”: por exen al 
Mets ЗА а Сх 
-(Сх A) — (€ x B) = (4 


A fórmula do produto vetorial 
Se 2 = пі +ај + ak e B= bi + bj + bsk, então 


= (abs — ash Ji Olarb, — азр) + (ay 


PROVA 
Usando a lei distributiva para o produto vetorial, temos 


AxB=Ax(bi+bij+b;k)=[ 
=b(Axi)+b(Ax))+bs 

Aqui. 
A x i= (aii + a,j + ask) x i = [(a,1) x i] + [0,0 x il+ [( 
= a (i xi) + ay j х1) + ask x i) = аб + а„(—К) + 
= aj — ask. 


А х (b.i]] + [A x (baj) +14 
(4 x k). 
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Cálculos análogos nos darão 
Axj=ak-ai e Axk-aj-aj 
Portanto, substituindo na equação original, temos 
AxB- bias] x azk) + by(a,k = азі) + bs(asi — aij) E 
=byasj — byak + Баук — bzazi + зазі — заз} 
= (аЬ — азр)? — (aib — азЬ,)] + (ayb, — azb, )k. 


A fórmula do Teorema 2 escrita dessa maneira não é de fácil memoriza- 
ção; porém, usando determinantes, ela pode ser reescrita numa forma muito 
mais simples. Um determinante de ordem 2 é definido por 

a b 
e # 


— ad — be, 


eum determinante de ordem 3 é definido por 


No que se segue achamos conveniente usar uma notação simbólica 
determinante onde a primeira linha contém vetores em vez de escalares, 


significando que 


FT 
t j Ё 2 X z| Xx 
у wig ыш u 
и р w 


= (yw — дь) — (xw — zu)j + (xv — yu). 


Usando a notação de determinantes, podemos agora reescrever a fór- 


EXEMPLOS 
B-si-3i-k 
SOLUGAO 
E | &@ A [їз к 
(a) Ax B= се e Zi scit Te 
= (BED EY - KX- 0 – C- 4X8 


= + [(21-2) - (sk 


112 18j — 196 
BxA--(Ax В), temos 
B 


(b) Como 
х= —(—11— 18] — 19k) = 115 + 18] + 19. 
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2 Calcule Bx AseÃ=(0,0.1) e B=<1,1,0). 


SOLUÇÃO 


P 
Baa- 1 6 =li l-l; П 


=i= j+ (0)К-= (1,—1,0). 
Combinando a fórmula do produto vetorial сот a fórmula para calcular 
produtos escalares, obtemos, no seguinte teorema, a fórmula do produto 


misto. A prova é deixada como exercício (problema 42). 


TEOREMA3 A fórmula do produto misto 


Se A = a,i + azj + ak, В = bi + baj + bak, e С=с сј сз, > 


a e 
então = di ús d; 
(«х В): С = | bz bj. 


C C2 с; 


SoLUÇÃO 
D ш 0 
А - $ —3 1 2 —3 
(AxB)C-|2 -3 1|=h) 1 4 Ho | 
0 1-45 ^ i 
=11—(-8)+0=19 
2 deli E QI e C=%,—L0% 
SOLUÇÃO 
1 Ü —1 
= Er оа 1 3 3 2 1 
. == | 9 = == = 
(4 x B) C - d 3 la d o| a E E 
=3—0 +7 = 10. 


Conjunto de Problemas 3 


Nos problemas 1 a 6, determine quando cada trinca de vetores é destrágira ou levógira. 


Nos problemas 7a 10, suponha que À, B, C seja uma trinca levógira. Determine quando 
cada trinca é destrógira ou levógira 


TRAC 8 -4,B,-C 9 CAB 10 C,B,A 
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Nos problemas 11 a 16, encontre cada produto vetorial desenhando uma figura apro- 
priada usando somente fatos geométricos (não use o “processo de memorização” da 
Fig. 4 е nem а fórmula do produto vetorial). 


13 kxi 
16 (1+9)xk 


JM ixE 12. (7 j 


14 (i+ j)x(j—i) 15 (-i)x (-j) 


17 Usando o “processo de memorização” da Fig. 4, complete a seguinte tabela de 
multiplicação de produto vetorial para os vetores unitários i, f, É 


# | 1 jo ok 
i E 4 
i ? ? fá 
Elo >» » 


18 Usando a tabela do problema 17, calcule (a) й x Л x j e (b) i x Gx). A lei 
associativa vale para o produto vetorial? 

Nos problemas 19 a 30, calcule cada produto vetorial. 

19 4 

21 

23 ; 

25 


27 BxCi¡B=i+¡4k e C=3i-2+k 


[4 
29 ; ,0» € B=45,—27) 


Nos problemas 31 a 34, calcule o produto misto (А x B) : С. 


31 4 


1+2) – 3k, B= Si + Tj + 4k, C = 2i — 3j — 6k 


32 А=71— 5) +6 B=2i—4j+6k,C=i+k 


33 A=<1,1,1), B= (-1,3,2), С= 7, —9,45 


34 A= (1,1,0), B = <0, - 1,1), С = 


-10,05 


35 Sescgurarmos o vetor À x B com a mão direita de modo que os dedos 


or В fechemno 
sentido do ângulo de À рагай e o dedo polegar situar-se ao longo da direção do vetor 
A х B (apontando para fora de nosso pulso). o polegar irá apontar na mesma direção 
do vetor À x B ou na direção oposta? ре й 

36 Se А é perpendicular а B, explique por que |А х B| = |A] |B|. 

37 Mostre que (54) х B = s(À x B) mesmo que o escalar s não seja positivo (use 
diretamente a definição de produto vetorial). 


38 Proveque Д х (18) = ЦА x B). 


x 
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-3» e B-43,—4,1) 


EU esegue (= B] x Ce (a 


40 


4l 


42 


Prove que (4 — B) x ( 


Ç 


-D-(à 


x 


&- 


C) — (B x C). [ sugestão: A — В = А + (—1)B] 


A x D) (B x C) + (B x D). 


Verdadeiro ou falso: (д. В) х (2-B)=(AxA)-(Bx В)? 


Prove o Teorema 3. 
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4 Identidades Algébricas e 
Aplicações Geométricas para 
os Produtos Vetorial e Misto 


Nesta seção, obtemos algumas identidades algébricas que podem ser 
usadas com vantagem ao calcular produtos vetoriais e apresentamos algumas 
aplicações geométricas simples para os produtos vetorial e misto. 


4.1 Identidades envolvendo o produto vetorial 

Usando o Teorema 2 da Seção 3 podemos estabelecer identidades úteis 
envolvendo o produto vetorial. Por exemplo, as identidades no seguinte 
teorema podem ser verificadas expandindo-se ambos os lados em termos dos 
componentes escalares dos trés vetores (problema 51): 


TEOREMA 1 Identidades do duplo produto vetorial 
Para cada 3 vetores À, B e С no espaço tridimensional; 


@ 3x(BxC)-(4-C)B- (4- BC. 
(ii) (4 x B) x € = (A - C)B - (B- С)А. 
Uma imediata — e importante — conseqüéncia das identidades do duplo 


produto vetorial é que a propriedade associativa não vale para produtos 
vetoriais; isto é, em geral, 


(Ах B) x C+ Ax(BxC) 


exempto Se A=7i-j+2k B=-3i+2-k, e С=5]—3К, 


(ах B)x C= (4- C)B – (B- CM = (-11)B— 134 = —58i — 9j — 158 
A X (B x C) = (4: C)B— (4- BC = (—11)В + 25C = 33i + 103j — 64 

Usando as identidades do duplo produto vetorial e o fato de que os 
produtos vetorial e escalar podem ser trocados no produto misto, podemos 
provar o seguinte teorema: 


TEOREMA 2 Identidade de Lagrange a ds ла 
Para quaisquer vetores À, B, С e D no espaço tridimensional. 
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EXEMPLO Use a identidade de Lagrange para encontrar a fórmula para А x B[. 


SOLUÇÃO 


al 
Е 


= |API|BP = 


рага o comprimento do produto vetorial de À e B. Se 9 é o ângulo entre À e B, 
então 


1х B 


IAPIBP = QC ВУ = VAP- [AP B]? 
[А||В|/1 — cos? = | || B| seno 


4.2 Aplicações geométricas dos produtos vetorial e misto 
Muitas das aplicações geométricas do produto vetorial seguem direta- 
mente de sua definição. 


EXEMPLO Ache a área do paralelogramo gerado pelos vetoresÁ = i — 2j + 3keB = — 
+ +2. 
SOLUÇÃO е 
A área desejada é numericamente igual ao comprimento |А х В| do produto 
vetorial A x B. Usando a fórmula obtida na Seção 4.1, temos 


|4 x B| = //|AP]B[? — (4- Bp. = Y (14)(6) — 3? = 5,/3 unidades quadradas. 


Naturalmente, o produto misto é útil para encontrar o volume V do 
paralelepípedo gerado pelos vetores A, B e C; assim, 


EXEMPLO Ache o volume V do paralelepípedo gerado pelos vetores A = 37+} È = i 
*t2keC-ic32j 3X. 


SoLuçÃo 
Nesse caso 
NNNM T2 2 0 
(4xB)-C=|1 0 2|= IE ns 
123 3 j 
=3(-4) — 1(1)--0 2 — 13; 
logo, V = |—13| = 13 unidades cübicas. 


O sinal algébrico do produto misto pode ser usado para determinar 
quando a trinca de vetores é destrógira ou levógira. Na verdade, A, B, C é 
uma trinca destrógira ou levógira de acordo com (А x B) · C ser positivo ou 
negativo, respectivamente (problema 60). Também (A x В). С = 0 ѕее 
somente se os vetores А, В е С forem coplanares — isto é, linearmente 
dependentes (problema 59). 


EXEMPLOS! Determine quando А, B, C é uma trinca destrógira ou levógira se 


А 


I++ B=2+3j+k e С = і 45) 2k. 


772 CÁLCULO 


SoLUÇÃO 
-i 73 T а 
axi T=) 2 3 = 01: -4| R +2) 4 |- -10 <0; 
E X =й Ж — 
-1 5 2 Е | 


logo, À, B, C é uma trinca levógira. 


2 Mostre que ostrés vetores А —(1,— 1, n,B=(2,1,- 1),еб=(0,— 1,1) 
são coplanares (linearmente dependentes). 


SOLUÇÃO 
| 
hoe É 
= ES 2 4 à 1 
(AxB)-C=|2 1 =el [o] +1 " |n 
"el ЕГ. | T 20) a i| 5L 


logo, À, B e É são coplanares. 

Muitos objetos geométricos podem ser construídos a partir de triángulos 
não-superpostos: logo, o teorema seguinte, que dá a fórmula para а área de 
um triângulo em termos das coordenadas de seus vértices. pode ser muito 
útil. 


TEOREMA 3 Área de um triângulo no espaço 


Seja POR um triângulo no espaço xyz, onde P = (х 
eR = (xy Уз. Za). Então a área а de РОК é dada pel 


Za), О = Gc Yos Za) 


PROVA 
LA A área do triángulo POR é a metade da área do paralelogramo gerado pelos 


vetores PO e PR (Fig. 1). 


we d Encontre a área u de um triângulo cujos vértices são 
P=(2 = (4.0.2) e R=(-L0.-1) 
SOLUÇÃO 
Nesse caso " _ 
РО = (4—2)ї+ (0— 1)j+ (@—5%=2—/—3Ь e 
BR-(-1-2J 440—194 (41-5) 21 -j- 88 
logo, A 
AR i i k K 
РДхРЁ=| 2 —1 -3|-3i 21i —5k. 
=з —1 —8 
Portanto, 


Ва. Dip + Es = \/ 19 unidades quadradas. 
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Usando о Teorema 3, podemos deduzir uma fórmula interessante para а 
área de um triângulo no plano xy. 


TEOREMA4 Área de um triángulo no plano 


Seja POR um triângulo no planoxy comP = (x1. y). О = (ty yy eR = (xs, 
у. Então. a área a de POR é de 
| [a у, 1 
а = valorabsolutode = |х, у, 1| 
“Isa AHH 
PROVA 
Considere o plano xy como sendo o plano coordenado xy no espaço xyz, de 
modo que 


de modo que 


а= 1 IPO x PR| = valor absoluto de 


pelo Teorema 3. O leitor pode verificar que 


simplesmente expandindo ambos os determinantes (problema 53). 
EXEMPLO Encontre a área do triângulo no plano xy cujos vértices são 


P=(L2, 0=(4-3) е К (5,0). 


SoLução 
Neste caso, 


de modo que а = 4(14) = 7 unidades quadradas. 


Conjunto de Problemas 4 


Nos problemas 1a 30,sejaÃ = 2i — 3j + 55, B = 31-j - 2, C= 2i -, D 1 A, eË 
= Sk — j. Calcule cada desenvolvimento usando as identidades para os produtos 
vetorial e misto, quando possível, para facilitar seus cálculos. 


1 (4x B)xC 2 Dx(CxE) 3 [Ex AP (3: EP 
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4 |Bx D? — [вро 5 (4- C)B - (2: B) 6 2B x [(—6D) x D] 
7 (34) x (4B4- 3C) 8 Ax (B-A)-(B-A)x A 9 Ax(A+E-B) 

10 A x (С – 38) 11 (4xC)- NA x B) 12 Bx(B-7C) 

13 (A x B- C 14 B- (C x B) 15 4- (Bx 2) 

16 B- (C x A) 17 (Ах С): В 18 (4+2) x (4 — D) 
19 (24 + 7D) x (44 + 14D) 20 |(4 x D) — (D x A)| 21 [Ax C| [Сх Al 
2 (24 + B) x (4 —28)| 23 (3x C)- (C x E) 24 (C x Е): (B x D) 

25 (A x B) (Ax C) 26 (A x В)-(А x B) 27 Ax (B x A) 

28 (Ax B) x (B x A) 29 [B x (A x UT) - [(B x 4) х C] 30 (Ax B) x (C x D) 


Nos problemas 31 434, ache a área do paralelogramo gerado pelos vetores dados A e 


31 A=i+ij+kB=i-j-k 32 Я= 51+ 1. B—3j—k 
3 


34 d=-i+jB= 


Nos problemas 35 a 38, ache o volume da caixa (paralelepípedo) gerada pelos vetores 


Вес 
35 A=i+2 B=20-jC=i+j+k 36 A=1,B=jC=xi+ у) + 2К 
37 Д (1,2,1). В = 43, —4, -1, С= 44, — 1,3) 38 Д = (1,2, –1>, В= 406,1, 1, C = 3,009 


Nos problemas 39 a 42, (a) determine quando os três vetores À, В e С são coplanares ou 
linearmente independentes e, (b) se os vetores são linearmente independentes, deter- 
mine quando a trinca À, B, C é destrógira ou levógira. 


> B=¿2,-1,-1) € =¿-2,1,—1) 40 A=irjB=j+kC=k+i 


-j+ Tk B=j+3k, С = 2-3 +8 az Я бъл,—1% = 41,1105, 0 
Nos problemas 43 a 44 ache a área do triângulo POR no espaço xyz. 

43 P—(17,2,0—(07,.—2, e R=(-1,6,1) 44 P=(-1,0,1), 0 = (0,1,0), e R=(L1M 
Nos problemas 45 e 46, ache a área do triángulo POR no plano xy. 


45 Р = (1.5) 0 = ( 


‚ e R=(6,2) 46 P=(-5,7,0=(3,6), e R=(2,1) 


47 Acheafórmula para a área de um triángulo no espaço, no qual dois lados adjacentes 
são formados pelos vetores À e B (Fig. 2). 

48 Mostre que о triângulo no plano xy, no qual dois lados adjacentes são formados 
pelos vetores А =x,1+ y, e B = x;i + yoj, tem uma área dada pelo valor absoluto 
de 


Ll Xi 
2|х; yal 
* " * "e P [Ha JA 
49 Dê uma interpretação geométrica para o determinante | xy Ya Nas] 
ху ) 2 


50 Sejam Р = (x. yy. О = (xs Ya). R = (хз. pa) € S = (ха, Ya) quatro vértices de um 
quadrilátero no plano ху. Suponha que a origem O esteja no interior de PORS e que 
os vértices Р, O, R, eS estão dispostos ao longo da diagonal, no sentido inverso dos 
ponteiros de um relógio. Mostre que a área a do quadrilátero é dada por 
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51 Prove o Teorema 1. (Para facilitar, escolha o eixox na direção do vetor € e escolha 
о eixo y de modo que o vetor B esteja contido no plano xy). 

52 Do item (i) do Teorema 1, temos os três vetores B, C eÀ x (B x С) que são sempre 
coplanares. Explique geometricamente como isso poderia acontecer. 

33 Complete a prova do Teorema 4. 


® Xx d 
54 Usando o Teorema 4, explique por que a equação | х, y, 1| = 0 representaa 
ху у; 1 


Seja reta, no plano xy, que contém os dois pontos (ху, уз) e (xs. у 


55 А = OP, B = OQ, е C = OR. Prove que a área do triángulo POR € dada por 1 
(Ax B) + (B x C) + (Сх А). 
56 Use o produto vetorial para provar a lei dos senos; isto é, para qualquer triângulo 


send sen B senC 


ABC coma = |ВС|, b= |АС|, ec a 
a b e 


58 Prveque Дх (Bx C)+ Bx (C x A) C x (4x B) - 0 


59 Mostre que A, B e C s&o coplanares (linearmente dependentes) se, e somente se, 
(4x B:C-0. 
60 Se А, B e É são linearmente independentes, mostre que (А x B) - C é positivo ou 


negativo de acordo com A, B, C, forme uma trinca destrógira ou levógira, respecti- 
vamente. 


5 Equações de Retas e Planos 


no Espaco 
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Nesta seção fazemos uso da álgebra vetorial, desenvolvida nas Seções 2, 
3 e 4, para deduzir as equações vetoriais das retas e planos no espaço. 
Considerando os componentes escalares dos vetores nestas equações, po- 
demos obter também as equações cartesianas (escalares) para retas e planos 


no espaço. 


Como anteriormente, R = OP significa o vetor de posição variável do 
ponto P, e um gráfico de uma função traçada pelo vetor R e o conjunto de 
todos os pontos P (às vezes, no espaço tridimensional) em que o vetor 


posição satisfaz sua equação correspondente. 


5.1 Planos no espaço 


Um dos métodos mais simples de se especificar um plano particular no 
espaço é dar um ponto P, contido no plano e dar um vetor não-nulo N que é 
perpendicular ao plano. A Fig. 1 mostra uma parte de um tal plano. O vetor Ñ 
é chamado de vetor normal ao plano. Dois planos com o mesmo vetor normal 


ão paralelos entre si; logo, todos os planos que têm o mesmo vetor normal 


N formam uma “pilha” de planos mutuamente paralelos (Fig. 2). Especifi- 
cando o ponto Po, identificamos nesta “pilha” о único plano que contém o 


ponto Py. 
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Fig. 1 
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Fig. 2 


Fig. 3 


É geometricamente óbvio que um ponto P pertence ao plano с 
ponto P, e vetor normal Ñ se e somente se o vetor РУР for perpendicular 
(РЫР): № = O(Fig. 3). Se А é о vetor posição de? е Ro é о vetor posição de 
então PP = È — Ro: logo a condição de que PP é perpendicular a N pode: 
escrita 


N - (R – Ra) = 0. 
Esta é a equação vetorial do plano com vetor normal Ñ e contendo 
ponto cujo vetor posição é Ry. 
A equação Ñ · (R — Ro) = 0 é facilmente convertida na forma cartesiana 
escrevendo 


Negitbjrek  Roxikyxbeck e = хону M 
Então, 
К Ro = (x — хь)ї + (y — yo) + (2 20), 
N (R — Ro) = а(х — xo) + b(y — Yo) + (2 — zo). 


eaequagáo reduz-se a 


aix = xo) + (у ру) + ël — 29) =0. 
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EXEMPLO 


Encontre a equação cartesiana do plano contendo o ponto P, = (-3, 1, 7) e 
tendo N = 2i + 3j — k como vetor normal. 


SOLUÇÃO 

Neste caso temos 

хе = —3, у = lez; = 7. Também, a = 2, b = 3, ec = —1. Portanto 
aequação а(х — xo) + b(Y — yo) + elz — zg) = 0 transforma-se em 


2(x-3)4-3(y— D) - (-1)(z— 7)20 ou 2x € 3y — cz 10-0. 
Dada a equação cartesiana de um plano no espaço xyz, 
а(х — xo) + h(y уо) + e(z— 29) = 0 


podemos sempre efetuar as multiplicações indicadas e reescrever a equação 
na forma 


ax+by+ez— (ахо +byo+co)=0 ou ax+by+ez=D, 


onde D é uma constante igual a ахо + byo + Cão Na equação cartesiana 
escalar 


ax+by+c =D 


para um plano no espaço xyz. os coeficientes a, b e e — que não podem ser 
todos nulos — formam os componentes escalares do vetor normal 


= ai bj + ek 


Como a constante D assume valores diferentes, obtemos diferentes 
planos no espaço, todos possuindo o mesmo vetor normal, e portanto são 
mutuamente paralelos. O valor que D assume determina exatamente o plano 
de “pilha” de planos mutuamente paralelos. 


Ache a equação cartesiana escalar do plano que contém o ponto (1. 2, 3) e é 
paralelo ao plano 3x — y — 2z = 14. 


SOLUÇÃO 

O plano desejado tem uma equação da forma 3x — y — 22 = D, onde а 
constante D tem que ser determinada. Como o ponto (1. 2, 3) pertence ao 
plano, temos 3 (1) — 2 — 2 (3) = D, logo D = — 5. Portanto a equação é 


=—5 du 


Fig. 4 
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Um plano ax + by + cz = D, que não é paralelo a nenhum dos três eixos 
coordenados, obviamente tem que interceptar cada um destes três eixos (Fiz. 
4). As coordenadas x, y e z dos três pontos de interseção são chamadas 
interseções x, y ez do plano, respectivamente. Por exemplo, o ponto (x, O. 
onde o plano intercepta o eixo x satisfaz ax + b (0) + c (0) = D ou ax = D. 
Logo, a interseção x é dada por x = D/u. (Observe quea + 0; se não, o planos, 
paralelo ao eixo x.) Analogamente as interseções y ez são dadas por) = 
z = Dje, respectivamente. Como existe somente um plano contendo três 
pontos não-colineares, as três interseções determinam o plano de forms 
única 


Considere o plano —x + 2y + 3z = 6. Encontre (a) um vetor normal unitáno 
ao plano e (b) as interseções do plano. Depois (c) desenhe parte desse plano. 


SOLUÇÃO " - 5 Й Y 
(a) Podemos ter como normal Ñ = — i + 2j + 3k, desse modo E 
AC X + 22 + 32 = 14. Portanto, um vetor normal unitário ao plano & 
dado por 
N  -is2i e3k 
NO JH c 


(b) Asintersegóes x, y ez são dadas porx = 6/(— 1) = —6,y = Y. =3, ez =% 
= 2, respectivamente. 
(c) O triângulo sombreado na Fig. 5 é uma parte do plano. 


Fig. 6 


Em geral, para achar a equação de plano contendo três pontos EE 
não-colineares А = (хо, Yo zo); b = (ry у, 21) eC = (xs, Yo, Za), simples! 
observe que os vetores AB е АС são paralelos ao plano; logo, 


N = AB x AC 
fornece o vetor normal ao plano (Fig. 6). Como (xo, Yo; zo) pertence ihe | 


podemos também encontrar a equação vetorial ou a equação cartesiana 
plano, como foi feito anteriormente. 


Encontre a equação, na forma cartesiana, do plano satisfazendo as condições! 
dadas. 


1 Contendo os três pontos 
А = (1,1,—1), В = (3,3,2), е С = (5, - ong 


SOLUCAO 
Nesse caso 


AB=(8-Di+ (8-D)j+(Q+1)k=2+2+3k E 
AC- (à - Di (21 Dj (2 +1)#=21—2}—Щ 
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logo 
o ER эй i ji k a = 
N=ABxAC=]2 2 3|=4i + 8j — 8k 
2 2 —1 
é um vetor normal ao plano. Como o ponto (1. 1, —1) pertence ao plano, a 


equacáo cartesiana (escalar) é 
4(x — 1) + 8(y — 1) – 8(z + 1) = 0. 
Esta equacáo também pode ser escrita na forma 


4х +8y—-82=20 ou x+2y—-22=5. 


2 Contendo os pontos (3, 2, 1) е (—5, 1, 2), mas não interceptando o eixo y. 


SOLUÇÃO 

Pelo fato de o plano ser paralelo ao eixo y, sua equação tem a formaax + cz = 
D. (Por quê?) Portanto, como o ponto (3, 2, 1) satisfaz a equação. o ponto (3, 
0. 1) também o fará. Sendo А = (3,2, 1),В = (— 5, 1, 2), e C = (3.0. 1), temos 


АВ = —8 — j + k e ĀČ = — 2]. de modo que um vetor normal Ñ no plano é 
dado por 
oe сы. 
N=ABxAC=|-8 -i |= 21 + 16k 


Portanto, a equação do plano é 


Av —3)-0(y—3) + 162 — 1)20 ou x 8z— 1. 


Fig. 7 


A equação do plano pode ser posta também na forma paramétrica 
vetorial ou escalar; como o plano é bidimensional, dois parámetros indepen- 
dentes são necessários. Não abordaremos esse assunto aqui. 


5.2 Retas no espaço 

A equação de uma reta no espaço pode ser determinada dando-se um 
vetor não nulo M paralelo à reta e um ponto P, = (x, Yo. Zo) a ela pertencente 
(Fig. 7). O vetor M é chamado de veror direção de reta. Duas retas com o 
mesmo vetor direção são paralelas entre si; logo, todas as retas que têm o 
mesmo vetor direção M formam um “conjunto” de retas mutuamente parale- 
las. Especificando o ponto Po, designamos a única reta do conjunto que 
contém o ponto Р, (Fig. 8). 

E geometricamente óbvio que um ponto P pertença à reta contendo o 
ponto P, е tendo o vetor direção M se e somente se for paralelo ao vetor 
direção M (Fig. 9): isto é, M x PP = 0. (Lembre-se que dois vetores são 
paralelos se e somente se о seu produto vetorial for um vetor nulo.) Se R é o 
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vetor posição de P e Ry o vetor posição de Po, então PP = Ё — Ry; logo, а 
condição de que M é paralelo a РУР pode ser escrita 


M x (R—R,)=0 


Esta é a equação verorial (nio-paramétrica) da reta com vetor direção M! 
e contendo o ponto de vetor posição Ra 


Fig. 8 Fig. 9 


Para converter a equação vetorial M х (R — Ry) = 0 para a forma 
cartesiana, sejam 
M=ai+bj+ck R=xi+y+zk e Ro=xoi+Yj)+ zo 
Então. M x (Ё — Ro) = 0 pode ser reescrito como 
d j k "е И 
а b c = 0i + 0j + 0k; 
EX VT Edo 
istoé, 
[B(z — zo) — ely — yoNi- [ale — 20) — elx — хо 
+ [ay — yo) — b(x — xo)Jk = 0i + 0j + 0 
Igualando os três componentes escalares, obtemos simultaneamente 
três equações escalaras. 


b(z—zg)— e(y— уо) = 0.  a(z— 205) —ce(x—xp)=0, 


a(y = Yo)= b(x=x0)=0; 
ou 
b s)ecr- yh а) =) 
а(у — yo) ^ b(x — xg). 
Estas três equações simultâneas fornecem uma forma cartesiana (29888 
lar) não-paramétrica para a reta. 


Se os coeficientes a, b e c nas equações acima não são nulos, робе 
reescrever as equações na forma. 


Z—29 Yo 
c EC 


ou 
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Estas equações simultáneas escalares пао] -paramétricas são conhecidas 
como equações simétricas da reta, Nesse caso, (хе, yo, zo) É um ponto sobre a 
reta e os denominadores a, b ec são os componentes escalares de um vetor M 
paralelo à reta. Se alguns dos denominadores nas equações simétricas da reta 
é zero, entende-se então que o correspondente numerador é também zero 
(problema 36). Por exemplo, se « 0. mas b + 0 ec * 0 as equações 
simétricas seriam escritas na forma 


me as equações simétricas da reta contendo o ponto Р, = (хо. уь Zo) = 
, —1), e paralelo ao vetor M = Sí — 7j + %. 


SOLUÇÃO 
As equações simétricas da reta são dadas por 


Escreva a equação da reta do Exemplo 1, na forma vetorial nào-paramétrica. 


SOLUÇÃO 
А equação da reta na forma vetorial não-paramétrica é dada por 


Mx(R—R)-0,ondeM = Si 7 + 9 ей = 3+7 — Ё. 
Portanto, а equação da reta é 
Gi — 7j + 9k) x [x = 3i + (у — i + (2+ DK] =0 


Se A = (xo Yos 20) € B = (х. yi. г) são dois pontos distintos no espaço 
tridimensional, existe uma única reta contendo esses pontos. Obviamente 


M = AB = (x; — x) + (yı — vali + (а — 20) 
é paralelo à reta: logo, а equação da reta па forma vetorial é 
AB x (R — R,) - 6. 


onde Ro = xol + Yo) + Zok. Desse modo, as equações da reta na forma 
simétrica passando por 


1-—(Xoyo.zo) € В = (х. у.) são 


X — Xo y Ve 1 zu 


Vimos que a equação M x (Ё — Ri) = 0 mostra a condição de que È — Ro 
é paralelo a M. Esta condição E ser expressa pela equação: 


R — Ry 24M, 
onde f é uma variável escalar, Resolvendo a última equação para o vetor 
posição №, obtemos a equação vetorial paramótrica 

R=R,+1M 


da reta paralela ao vetor direção não-nulo M e contendo o ponto cujo vetor 
posição é Ro. Como o parámetro / varia, o vetor posição R percorre toda a 
reta. 
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SendoR = xi + yj + &Ё, Ro = xoi + yoj + zt, e M = ai + bj + ck па 
equação vetorial paramétrica R = Ro (M, temos 
xi + yj + zk = (xol + yoj + zok) + tai + bj + ck) 
ou 


xi + yj + zk = (хо + ati + (yo + bt)j + (zo + ct)k. 


Igualando-se os componentes escalares, obtemos as três equações eson 
lares paramétricas da reta. 


yo + bi 


Como o parámetro t varia, o ponto (x, у, z) dado por essas equações 
percorre toda a reta. Observe que o ponto (xo, Yo. Zo) corresponde ao valor de 
parâmetro t = O 
SejämA = (- 2,— 1;— 5)eB = (2, 1,5) Ache (a) a equação na forma vetorial 
paramétrica e (b) as equações na forma escalar paramétrica para a reta que 
contém o ponto Р, = (2, 3, 5) e é paralela à reta contendo А e B. 
SOLUÇÃO 
O vetor 


M =АВ= Q2) (1 +1)/+ (5 + 5) = 4i + 2j 10k 


é paralelo à reta desejada e o = 3i + 27 + 5E é о vetor posição do ponto P, 22 
reta. 


(a) R= Ro +tM = 32) + 5 + 1(4 + 2) + 10k) 
= (3 anie (2 + 20) + (5 + 100k. 
х=3 +4 

AFM 

5 + 10t. 


Ache as equações na forma escalar paramétrica da reta contendo o ponto Bj 
= (3, —2, 5) e perpendicular do vetor 
®=1 gyti de а x47 y-5 £ 
д 4d =й 1 S 1 
SOLUÇÃO 


Aqui, os vetores paralelos às retas dadas são 


M,=3i+j-2%k e M,=i+2j+k, 


de modo que 


dr ao E hi k B 
M=MxM=|3 1 -2]=5i-5/+5E 
IS E 


é perpendicular a ambas as retas. Portanto, M é paralelo à reta desejada, 3] 
equações escalares paramétricas para a reta são 


x—345t 
y--2-—3t 
2=5 + 51, 
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Conjunto de Problemas 5 


Nos problemas 1 a 4, ache as equações vetoriais e escalares (cartesianas) do plano 
contendo o ponto Р, e tendo o vetor normal Ñ dado. 


EP,—(L-12 e N=i+2-3k 


2 Po=(1,3,-1) e N=2i+j-k 


3 P,=(0,0,0) е N=5i-2;+ 10F 4 Po= (0,0,1) e 


Nos problemas 5 e 6 dé as equações vetoriais e escalares do plano contendo os pon- 
tos dados A, Be C. 


A =(2,-1,0), B=(-3,-4,-5) e C= (0,8,0) 


Nos problemas 7 a 12, ache (а) um vetor normal uni 
plano. Depois (с) desenhe uma parte do plano. 


7 2x + 3y +67 = 12 
9 N-(R- Rj)-20, onde N=12j-5k e 
11 Sx=3y + 42 12 3x 24z +12 


Nos problemas 13 a 18, ache a equação escalar (cartesiana) do plano satisfazendo as 
condicóes dadas: 


13 Contendo o ponto (—1, 3, 5) e paralelo ao planoóx — 3y — 22 + 9 = 0. 
14 Contendo a origem e os pontos Р = (а, Р.с) e Q= (pgr) 


15 Contendo os pontos (1, 2, 3) e (—2, 1, 1) mas não interceptando o eixox. (Sugestão: 
Comece pelo fato de que se o plano ах + by + cz = D for paralelo ao eixo x, então 
а = 0). 
16 Contendo o ponto (4, —2. 1) e perpendicular à reta contendo os dois pontos 4 = 
(2,—1,2)e B= (8, 1). 
17 Contendo os pontos (1, 1. 1) e perpendicular ao vetor cujos ângulos diretores são 
1/3, 1/4, e 2/3. 
18 Contendo о ponto (2, 3, 1) е paralelo ao plano contendo а огірет е os pontos Р 
=(20,-2) e 0=(1,1,1). 


Nos problemas 19 
plano, cuja equa 


24, dê uma interpretação geométrica da condição imposta ao 
ё ах + by + cz = D, pela equação ou equações dadas 


19 D=0 20 a=0 21@=0 e 


22 2a+3b-4c=0 23 b=0 24 b=0 e 


Nos problemas 25 a 34, ache a equação da reta satisfazendo as condições dadas nas 


formas (a) vetorial não-paramétrica. (b) escalar simétrica, (c) vetorial paramétrica e (d) 
escalar paramétrica. 


25 Contendo os pontos (1. 3, —2) e (2. 2, 0). 
26 Contendo os pontos (— 1, 3. 4) e (4, 3. 9) 


4) e paralela ao vetor M = 47 — Ñ + 5k. 


27 Contendo o ponto (3, 1 
28 Contendo o ponto (1, 3, —2) e perpendicular ao plano x — y + 22 = 5. 


29 Contendo o ponto (0, 0, 1) e paralela ао vetor cujos ángulos diretores são 27/3, /3 e 
TIA, 


30 Contendo a origem e perpendicular à reta ^ na interseção das 


duas. 


31 Contendo o ponto (0. 4, 5) e paralela à reta passando pelos pontos (1, 5, —2) e (7, 7, 
1). 


32 Contendo a origem e perpendicular aos уеїогев—3 + 2] +k e 65 — 5j + 2% 


b=0 


c=0 
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33 Contendo o ponto (7, 1, —4) e paralela ao eixo x. 
34 Contendo a origem e perpendicular às retas 


ie 
e pps 1 


x 
6 


35 Mostre que os pontos (2, 0, 0), (— 2. —22, — 10), e (4, 11, 5) pertencem a uma mesma 
reta e ache a equação desta reta na forma simétrica. 

36 Supondo que a, b e c não são nulos, encontre a forma simétrica eliminando o 
parâmetro / das equações escalares paramétricas. 


ps 
o. 


O que acontece exatamente se, digamos, a = 0, mas b ес são diferentes de zero? 
Nos problemas 37 a 42, dê uma interpretação geométrica da condição imposta à reta 


[X — Xo + at 

|y = yo + bt Pela equação ou equações dadas 

z-—zg-ct 

37 x2 yg z9 20 38 a=0 39 2420 e b=0 


40 5a— 3b + 7c — 0 41 Б=0 42 b=0 e с=0 


6 Geometria das Retas e Planos 


no Espaço 


Na Seção 5. desenvolvemos equações para as retas no espaço tridimen- 
sional em ambas as formas: vetorial e escalar. Nesta seção obtemos fórmulas 
para a distância de um ponto a um plano, distância entre duas retas, ângulo 
entre dois planos, ângulo entre duas retas e assim por diante. 


6.1 Distância de um ponto a um plano 
Começamos provando o seguinte teorema: 


TEOREMA 1 Distância de um ponto a um plano 


A distância d do ponto Р, no espaço cujo vetor posição ё А, = ОРЕВ 
plano cuja equação vetorial é № - (R — Ry) = 0 é dada por 


ao INB Rol 
AT 


P 


Fig. 1 
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Seja Q o ponto no pé da perpendicular traçada de Р, ao plano, temos então d 
ОР, (Fig. 1). Como OP, é paralelo ao vetor normal Ñ, existe um escalar u 

tal que 


OP, = uÑ. 
Seja R =00 o vetor posição de Q, observando que 
N- (R-R,)=0 
é válida, desde que o ponto О esteja sobre o plano. Também 
00 + 0P,=0P,; istoé, R+uN=R. 
Portanto. subtraindo-se R, de ambos os lados, temos 
ER] 2, — Rx 


Fazendo agora o produto escalar em ambos os lados com N e usando o 
fato de que Ñ - (А — В) = 0, obtemos 


N-(uN)=N-(R4—- Ro) ou u(N-N)— N- (R, — Ro); 
istoé, 
uN? = N (К, — Ro). 
Considerando os valores absolutos em ambos os lados, temos 


у=} | ou up С 07, 


Comod — |ОР, | = [и |= |u| |N |, segue-se que 


Fig. 2 


€ a prova está terminada. 

Geometricamente. o Teorema 1 diz que a distância « de P; ao plano é o 
valor absoluto da projeção escalar e R, — Ra = РР, na direção do vetor 
normal N (Fig. 2). 

A fórmula da distância no Teorema | é fácil de converter para a forma 
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escalar (cartesiana). Suponha então que а equação cartesiana do plano sejaax 
+ by + ez = D. Assim, 


N=ai+bj+ck, R=xi+yj+ zk, e N-Rg 2D. 


Se P, = (x,,y,.21), de modoque R, = x,i + yj + z;k, então 


"Ry = ax, + by, + ez, — D 


€ 
| = 0" + 02 + c. 
Portanto, substituindo na fórmula do Teorema 1, vemos que 
ux, + by, + ez, — D| 
d == = = = 
Je db vg 
fornece a distância do ponto P, = (ty. yi. zi) ао plano ax + by + ez = Di 


EXEMPLO 1 Ache a distância d do ponto P, = (1,3, —4) ao plano 2x + 2y — z = 6. 


SOLUÇÃO 
Nestecasoa = 2, b -1,D=6,x, =1,y, =3,г = —4, eadistáncia 
dada por 

js lax, + by, + cz, — D| A |(2)(1) + (2)(3) + DES) — 6] 


VA EE JP + (1)? 


= 2 unidades. 


2 Ache а distância (perpendicular) entre os planos paralelos 2x — у + 22 
=-]]1 é 2x-y+22+2=0 


А distância pedida é a distância de qualquer ponto do plano 2x — Уу+ 22 = 
– П ao plano 2x — у + 22 + 2=0. Por exemplo, o ponto (—6, — 1, 0) pertence 
aoplano2x — y+ 2z - — lle sua distância ao plano 2x — y + 22 + 2= 0édada 
por 


d- =3 unidades. 


0—6) + (=1(—1) + @@) +21 _ 1-91 
PEIES: 3 


м 


6.2 Ângulo entre dois planos A 

Sejam N,- (R — Ry = 0e Ñ, + (А — Ry) = 0 as equações de dois planos, 
com vetores normais №, e №, respectivamente. Definimos o ángulo e entre 
dois planos como o menor dos dois ângulos дет — 0 onde 6 é o ângulo entre 
Ny e №, (Fig. 3). Como 


No Ni 


cosi == 
ГАСА 


Fig. 3 


Fig. 4 
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TEOREMA 


Mx 4R-Rj=D 


ta 


é fácil perceber que o menor dos ângulos 8 e т — 0 é dado por 


(Exercício 45). 


Naturalmente. os dois planos são ditos perpendiculares së œ = 1/2 e 
paralelos se а = 0. 


Ache o ángulo entre оз planos Jx— 2y +2= 5 e x+2y— 


SoLUÇÃO m spo р а 
Os vetores normais N, e №, aos dois planos são М = 37 — 
= k. Portanto. 


Ache a equação do plano que contém os pontos Pa =(1,0,3)eP, = (0). 1. -2) 
e perpendicular ао plano 2x + 3y + 2 + 4 = 0. 


SOLUÇÃO z 
O ponto P, = (1, 0, 3) pertence ao plano em questão. então a equação 
desejada tem a forma 


(Е К) = 0, 


onde A, = ОР, = i + 3ke o vetor normal N ainda precisa ser determinado. 
Como P,e P, pertencem ao plano, PP, é perpendicular a А. O plano 2x + 3y 
+: + 4= (tem vetor normal №, = 2i + 3j + k: logo N é perpendicular a М. e 
os dois planos são perpendiculares, Assim. N será perpendicular a ambos 05 
vetores РР, e № contanto que tenhamos 


Ne PaP, x М, ; 


k 
"OE "TN ' 1 —5|216/— 9j — sk. 
=(+]-88 e M4 3 + E)=| y 3 1 


A equação desejada é portanto 


(167 — 9] — 5k)[R—(i+3k)]] =0 ou 16x – 9y—52— 1 


6.3 Distáncia entre um ponto e uma reta 
O teorema seguinte estabelece uma fórmula útil para a distância de um 
ponto a uma reta no espaço. 


Distância de um ponto de uma reta 


A distância d do ponto P,, cujo vetor posição é R, = OB, а reta cuja 
equação vetorial é M x (R — Ry) = 0 é dada por 
M x (К, — Ra) 
de 1M* Us — Ro) 
Е 1| 
Prova 


pm o ponto no ре da perpendicular traçada de P, à reta, de modo que d = 
|ОР\| (Fig. 4). Como ОР, é perpendicular а M, 


|M x ОР\| = \М||ОР\ |sen 90º= |М |4 = d|M|. 
Se А = OD o vetor posição de О, observando que 


M x (R=R¿)=0 
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é válida desde que o ponto Q pertença à reta. Também, 
00 + OP; = OP; istoé, R+0P,=R;. 
Portanto, subtraindo Ro de ambos os lados, temos 
Е— К+ ОР, = К, — Ro 
Fazendo agora o produto vetorial com M em ambos os lados e usando o 
fato de que M x (А — Ry) = 0, obtemos 
M x ОР, = M x (Ё, — Ro) 
Logo, 
|M x ОР, = |M х (R,—Ro)l; istoé, d[M] = |M x (R, — К). 
Dividindo a última equação por |M], obtemos afórmula desejada parad. 
Ache a distância d do ponto P, = (1, 7, —3) à reta 


SOLUÇÃO "PR "ENT 

O vetor direção M da reta é dado por M = 2i-j-2ke R = SI — 4j — 6k é o 
vetor posição de um ponto da reta. Assim M x (А — Ro) = 0 é a equação 
vetorial da reta. Fazendo А, = OB,. temosR,=i + 7j – 3k, eentàoR, – R= 
= 4+ Mj + 3k. 


ОБ =. Ed g x 
Mx(R,-Ro)=| 2 -1  2|=-25- Mj + 18k, 
= Ш 3 


|M x (E, — Ro) = SF (147 + (8)* = 1185, e 


= = M15 lai unidades. 
E Er +? 3 


6.4 Distância entre duas retas no espaço 

A distância entre duas retas paralelas no espaço ё fácil de acharusando a 
fórmula do Teorema 2. Na verdade, só é necessário selecionar um ponto 
(qualquer ponto serve!) em uma reta е então encontrar a distância do ponto а 
outra reta. A distância entre duas retas não-paralelas no espaço pode ser 
achada usando o teorema seguinte, cuja prova é semelhante às provas dos 
“Teoremas | e 2, e é deixado como exercicio (problema 46). 


Distância entre duas retas não paralelas no espaço 
Sejam 


M,x(R—R,)20 e M,x(R-R¡)=0 


as equações vetoriais de duas retas no espaço suponha que M, X М,# O. 
isto é. as duas retas não são paralelas. Então a distância d entre as duasretasé 
dada por 
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Observe que a distância 4 do Teorema 3 é o comprimento do segmento 
de reta AB mais curto entre um ponto А na primeira reta е um ponto В па 
segunda reta (Fig. 5). Evidentemente, o segmento de reta AB é perpendicular 
a ambas as retas. (Por quê?) 

Como duas retas se interceptam ве e somente se a distância entre clas é 
zero, о Teorema 3 tem a seguinte conseqüéncia: As retas não-paralelas 


M, x(R-R)=0 e M,x(R-R)=ô 


se interceptam no espaço se é somente se (M, x M,) (R, — Ry) = 0. 
EXEMPLOS 1 Ache a distância entre a reta * * 2. п Таа УЗ. 
y-1 . И E 5 
Pt 
SOLUÇÃO 
Aqui M, = 3i j- 2k Ry = —21+]-ЕМ,=—1[+4{+Ё, 
e Re 3f fa nis 
logo, 
à or k А PS WE 
MeM=| 3 1 јен  R;-S-540 E E 
—1 4 1 


(Mo x My) (R, — Ro) = (9i — + 13k) + (5i + 0j + E) = 58. 


d= Mo x Mi): (E, — Ro) _ i58] = 2 unidades 
IM, x М,| V9 -(-1P +132 251 


2 (a) Mostre que as duas retas 


X495 prio 
E To 


2 E 


se encontram no espaço. 
(b) Ache as coordenadas do ponto de interseção. 


SoLucáo E ере" 
(а) Os vetores direção M, e М, e os vetores posição Ry e R, de pontos nas 
duas retas, respectivamente, são dados por 


Ra =D =], 
К; 


M,=i+2j+3k, = 21+ 5] 4- К. 
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Temos então 


A Уй 
Mox M,=|5 7 —1|=231—16+3Ё 
LE 3 


de modo que 
(Mox M,): (R, — Ro) = (23i — 16) + 3k)- (116 + 16) + k) 
=253 —256+ 3 = 0; 


logo. as duas retas encontram-se no espaço. 
(b) Seja (хо. уп. 20) O ponto de interseção 


+9 tli 
v E Ч 7 е — za igual a fa, temos 


EL 


5 o 


—20 = to. 


Resolvendo estas equações para ха, Yo € zo, obtemos 


х= —9 + 510, Yo = = 11 + o, e у= — 
Igualmente, fazendo o valor comum de Xp — 2, UL 3 e 3 E 
igual a ну, temos 
de modo que 
Xg =2 + ug, yo = 5 + 20, e = 1+3ug 
Das equações xo = —9+5tọ е хо= 2 + ио, temos 
—9 + Sto = 2 + ug. 
Das equações у= —11+7% e yo= 5+ 200, temos 
—11 + Tg im EF 2щ. 
Das equações zo=-—to € 20 = 1 + Зи, temos 


—to=1 +310. 
Assim, temos três equações e duas incógnitas, to € to: 
—9 + Sto = 2 + ио 
—11 + 7tg = 5 + 2ug 
Lx = 1 + 3и. 


Resolvendo, digamos as duas últimas equações, obtemos: 


tl=-1 е  tg—2, 


que também satisfaz à primeira equação. Portanto 
xo=2+4=2+(-1)=1, 

=$ MM =3-H=%2 © 

1+ 3u = 1- 3= —2. 


O ponto (1, 3, — 2) é o ponto de interseção desejado. 


E fazendo o valor comum de 
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6.5 Ângulo entre duas retas эЧ "e ае ` 

Considere as duas retas My X (R — Ri) = 0e M, x (R — Р.) = 0. сот 
vetores direção M, e M,. respectivamente. Se 9 € o ângulo entre Moe Mi, 
definimos o ángulo a entre duas retas como o menor dos ângulos 0 € m — #. 
Exatamente como na Seção 6.2, temos 


1 = cos 


Observe que. pela definição, falamos do ângulo « entre duas retas 
mesmo que essas retas não se encontrem no espaço. Em particular duas 
retas são ditas perpendiculares se a = 1/2 e são paralelas se a = 0. 


Ache o ângulo entre as duas retas: 


SOLUÇÃO 
Aqui My = —7i+j+ 0k e М, = 51+ 3j — Zk; então, 


ш. ШОК = Ик 
X — cos ии, [= ° = 


cos * T SE VONT 
50,/38 5/19 


6.6 Interseção de planos 

Dois planos não-paralelos аот + bay + ci; =Dye ax + Буу cz =D, 
interceptam-se em uma reta! (Fig. 6). Os vetores normais dos dois planos são 
dados por 


No=aitbajtek e Nyai by ek 
respectivamente. Como está contida em ambos os planos. ela é perpendicu- 
lara ambos os vetores normais №, e Ny: logo. | é paralela ао vetor M = №, x 
N,. А equação de |, na forma vetorial, é. portanto. 

M x (R — Ra) = 0. 
onde Кё o vetor posição de qualquer ponto particular P, em/. Para achar tal 


ponto Ру. achemos qualquer solução (xy. Vo. со) para as duas equações algébri- 
cas 


Јаох + boy + coz = Do 
lax +biy tez =D, 


Fig 6 
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Isto pode ser resolvido com facilidade, igualando a zero uma das trés 
variáveis x, y ou z e resolvendo o par de equações para duas variáveis. 


EXEMPLO Ache as equações na forma simétrica da reta interseção dos planos 
3х+2у+т=4 e x-3y4+52=7. 
SOLUÇÃO 


Os vetores normais aos dois planos são dados рог А = 31+ 2j + ke Му = i- 
3; + 5k; logo, um vetor direção М para a reta de interseção é dado por 


no i j E 
M=NxN,=|3 2 1|218i— 14j — 11k. 
1 € 3 


Para achar um ponto (xo, yo. Zo) comum a ambos os planos, fazemos y = 


уо = 0 em ambas equações, 


[dx Fay a=4 
| х—3у+52=7, 


e resolvemos as equações 


para obter x = xo = ez = Zo = "7/14. O ponto (Xp, yo. zo) = (19/14, 0, 17/14) 
pertence a ambos os planos: logo, ele pertence à reta em que cles se intercep- 
tam. As equações para a reta na forma simétrica são 


gt P-O ge 
13 —14 -11 ` 


Conjunto de Problemas 6 


Nos problemas 1 a 6, ache a distância do ponto dado ao plano indicado. 


1 (3,2, —1); 7x — 6у+62= 8 2 (0,0,0); 

3 (-2,8,—3); 9x - y - 4z =0 sis 

5 (0,—3,0);2х—7у+:—1=0 6 (4 —41;2x 4 y 2-3 

E problemas 7 e 8, ache a distância (perpendicular) entre os dois planos paralelos 

lados 

7 Bx y — dz +6= 0; Sx + y — A2 — 24 8 2x y—2- 12; 8x - 4p — 42 - 7 


Nos problemas 9 a 12, ache o ángulo « entre os dois planos dados 
9x-2y+32=4; -2x 4 2y 22-3 10 


11 4x — 4y +72 = 31; 3x — 2y – 62 = 11 12 


13 Ache um número c de modo que o plano (c + х — y + (2 — cz = 5 seja 


perpendicular ao plano 2x + бу — z + 3 = 0. 
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14 Ache a equação do plano paralelo aos dois planos & — y + 32 = 12e &x — y + 32 — 
17 = 0, e que esteja à mesma distância dos dois planos. 


Nos problemas 15 a 17, ache a equação na forma cartesiana (escalar) do plano que 

satisfaz as condições dadas. 

15 Contendo os pontos (—1, 3, 2) e (—2, 0, 1) e perpendicular ao plano 3x — 2y + 
2= 15. 

16 Contendo a origem, perpendicular do plano 14x + 2у + 11 = 0, e com vetor normal 
fazendo 45º com o vetor k. 

17 Contendo o ponto (2, 0, 1) e perpendicular aos dois planos 2x — 4y - 2=7 © 
x=y+z=1. 

18 Mostre que a distânciad entre os dois planos paralelos ax + by + cz = Dieax-- by 
+ cz = D, é dada por 


19 Ache a fórmula para a distância entre a origem е o plano ax + by + cz = D. 


20 Mostre que, se o ponto P;, com vetor posição R,, está do mesmo lado do plano Ñ - 
(А — Ro) = 0 como o vetor normal № (quando a extremidade de Ñ estiver sobre o 


М. (К, – Ё, 
plano) então N IR Rily positivo. 


Nos problemas 21 a 24, ache a distância d do ponto à reta indicada. 
xl 
y = 


21 (1,2,3); 


EX (1,4, Mia 


Nos problemas 25 a 28, ache a distáncia d entre as duas retas dadas 


E xh 


e = -1 2 3 6 


27 


e o eixo de y 


Nos problemas 29 е 30, determine quando as duas retas encontram-se ou não no 
espaço. Se elas se encontram, ache o ponto de interseção 


po E = g = 7 2 
pil a E it. d 2+8 30 E 6 = 7 y4 2 
m 7 —Y 6 =й 3 
=й 2=3 s _ уз 3 
= e = = 
1 10 =2 3 —6 


E +3 
33 Considere as duas retas i = e 


(a) Ache o ângulo « entre elas. 
(b) Mostre que elas se interceptam no espaço. 
(c) Ache o ponto de interseção das duas retas. 


х = хо + at 
34 Dé uma condição necessária e suficiente para a reta {у = yo + bt interceptar o 


oct 


eixo x. 
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35 Um certo plano contém os dois pontos (1, 0, 1) e (I. 1,0) mas não contém nenhum 


ig 2-1 Ache a equação cartesiana deste plano. 
1 1 


ponto da reta À 


Nos problemas 36 38, determine quando os dois planos dados são paralelos ou não. Se 
eles não forem paralelos, ache as equações da reta de interseção na forma escalar 
simétrica. 


2x —-3y + dz=5 px p— de=" 
36 | т 37 н 
6 16 — 9у + 82= 1 \6х — Sy – 42=7 


з | 


39 Ache a equação do plano que contém os pontos P, = (1.0. —1)eP 
paralelo à reta de interseção dos planos Зх + y — 22:2 6e4x 
40 Mostre que as duas retas 


se encontram no espaço e ache а equação na forma cartesiana do plano que as 
contém. 


ї+3 


41 Ache а equação do plano que сотёт a reta 2213 mas não 


intercepta a reta 


42 Sejal, a reta de interseção dos dois planos | * 


e seja ls a reta de 
(2x +3y — 82 


interseção dos dois planos 


(a) Mostre que 1, е I, são retas paralelas. 

(b) Ache a equação cartesiana do plano contendo /; е lz. 
43 Acheum ponto naretax = y = z que é eqiidistante dos pontos (3.0, 5) e (1, —1.4). 
44 (a) Déumadefinicáo razoável do ângulo a entre a reta M, x (È — А) = eo plano 


N,-(R- Rj)-0 


(b) Mostre que o ángulo « do item (a) € dado por 


х = sen — 
П, |, | 


P1 £—5 


(c) Ache o ángulo entre a reta * eo plano 2х + 2y—z = 6. 


to 


(d) Ache o ângulo entre a reta 


= 0, eo plano x + 2y 
45 Se 0 é o ángulo entre os vetóres não-nulos №, e Ny, mostre que 


sempre fornece o menor dos dois ángulos 6 ет — 8. 


46 Prove o Teorema 3. 

47 Um retracdro é uma pirámide com quatro vértices Po, Р. Р», e P; e quatro faces 
triangulares (Fig. 7). Seu volume У é um terço da distância de Pp à base P, Ps Pa 
vezes а área da base. Ache uma fórmula para o volume V em termos das coordena- 
das dos vértices 


Po = (Xo Yos Zo). Ра 


‚Уыз Pa = (0,025), e Ру = (у узса). 


s+2p+ З= 


P, 


Fig. 7 
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7 Funções Vetoriais e Curvas 
no Espaço 


O conceito de uma função vetorial e os resultados obtidos nas Seções de 
6a 9do Cap. 14 podem ser estendidos para vetores no espaço tridimensional. Na 
verdade, todas as definições nestas seções foram formuladas de modo a 
serem aplicáveis não somente a vetores no plano ху, mas também a vetores 
no espaço. Além disso. todos os resultados sobre continuidade e diferenciabi- 
lidade de funções vetoriais continuam válidos para o espaço xyz, contanto 
que os vetores estejam escritos em termos de seus três componentes escala- 
res. Por exemplo. se F é uma função vetorial do escalar 1, então 


F(t) = u(t)i + elt) + w(t)k 
опаси, vew são os trés componentes escalares. funções de Ё; ademais, F è 
dilerenciavel se e somente sen, v e w forem diferenciáveis. Seu, v e w são 
diferenciáveis, então 


F'(t) = w(i + v (t) + w)k. 
€ assim por diante. 

Os resultados referentes ao produto vetorial de duas funções vetoriais é 
exatamente como se poderia supor. Realmente, se F e G são duas funções 
vetoriais, então: 

1 se lim Fi) e lim би) existem, temos que Jim [É(1) х Gi] existe е 


lim [Ё(т) x G(1)] = Jim Fun] x 


(e 


lim et) 


єс с 


2 Se F еб são continuas, também será a função A definida por 
H(r) = F(t) x Gle) 


3 Se F eG são diferenciáveis e A é definida por Air) = Flo) x GU). então 
Н é diferenciável е 


H'(rye F(t) x бп) + Elo) x G(r) 


Estes fatos são fáceis de verificar se considerarmos os componentes 
escalares. funções de É e G (exercícios 34, 35 e 36). Usando a notação de 
Leibniz, podemos reescrever a equação da derivada do produto vetorial 
coma 


AF x ud 


d " 
FxG)-— x6+ Fx 
1 Vd) dt > dr 


EXEMPLO Considerando que Ё, Ge FI são funções vetoriais det, encontre uma fórmula 
para a derivada do produto misto (F x G) - H. 


SoLução 
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7.1 Curvas e movimento no espaço 

Se F é uma função vetorial tridimensional, então uma equação vetorial 
da forma А = F(t) pode ser vista como especificando um vetor posição R 
variável com respeito ao parâmetro г. А medida que г varia, R percorre а 
curva no espaço (Fig. 1), Por exemplo, se M é um vetor constante não-nulo, 
então o vetor posição R dado por 


R=Ro+tM 


percorre uma reta no espaço, como foi visto na Seção 5. 


Fig. 1 


Podemos sempre considerar R = Ft) fornecendo o vetor posição de uma 
partícula P em movimento em relação ao tempo г. Pelas mesmas considera- 
ções feitas na Seção 7 do Cap. 14, uma partícula P movimentando-se no 
espaço de acordo eom a equação de movimento 


R = F(t) = xi + yj + К, 


onde x, y ez são funções do tempo £, tem um vetor velocidade V dado por 


dR dx, dy, 
"B dg 


e um vetor aceleração À dado por 


dV PR Ex, Py 
= de de O 


= PF) 


Raciocinando exatamente como em duas dimensões. concluimos que o 
vetor velocidade V é sempre tangente ao percurso feito por P. Também, o 
comprimento |V| do vetor velocidade fornece sempre a velocidade instantá- 


nea vde P; isto é 


onde s é o comprimento do arco medido ao longo do trajeto de P (Fig. 2). 


Uma partícula P está se movendo no espaço de acordo com a equação de 
movimento Ё = (4 cos di + (4 sen tjj + Pk. No instante em que f = т[? 
encontre (а) o vetor velocidade Ӯ, (b) a velocidade de ve (c) о vetor acelera- 
ção À. 


Fig. 2 
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SoLução 
Em qualquer tempo t temos V = dR/dt = (— 4sen ti + (4cos t)j + 2tk, eA = 
dV|dt = — (4 cos t)i — (4 sen jj + 2k. Portanto, no instante £ = 7/2, 


(a) = Е (ies ]у+25Е- —4i + nk. 
(b) v= |V| 2 16 + 12. 


(c) A= (-4cos3)i— spen 2k = —4j + 2k. 


7.2 Vetor tangente e comprimento de arco 

Seja R = F(1) a equação vetorial paramétrica de uma curva no espaço. 
Então, contanto que |dR/dt| + 0, um vetor tangente unitário à curva é dado 
por 


f- dRjdt _ dRjdt 
— |dR/dt| ауа 
Observe que 
= es 
У = ТИТ, 
dt 


de modo que o vetor velocidade é obtido multiplicando o vetor unitário 
tangente pela velocidade. Daqui por diante, consideremos |dR/dt| + 0, de 
modo que T é definido como acima. 


dx". MCN Рр 
, 0 comprimento do 

dt dt di М s 

arco da parte da curva R = F(/) entre os pontos correspondentes at —a et = 


b, respectivamente, é dado por 
AU AN day? 
+=] + dt 
dt Ea) 


Seja C a curva cuja equação vetorial paramétrica é R = /6r*i + 3] + S/ar*k. 
Ache (a) o vetor tangente unitário Ta C quandot = 1 e (b) o comprimento do 
arco s de c entre os pontos onde r = бе onde ż = 1 


ds 


o 


dt 


Como 


M eo: 
Ir 


e-f 


SOLUCAO o » 
Aqui dR/dt /6ti + 3j + At?k. de modo que 
dR 7 
ae E y 24 +9+16 = (4 +3) =4 +3, e 
= dRydt 6 ii - 3ј + AP 
T==5 =>" e paraqualquer valor de t. 
jaRjat| Ж +З ВАЕН 


24/6 i - 3j + 4k 


É A 
(41? + 3) di = F unidades. 
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7.3 Vetor normal e curvatura 

Chamaremos a seguir de s o comprimento do arco medido ao longo da 
curvaC entre o ponto fixo inicial Py e o ponto P cujo vetor posição é А = F(t) 
(Fig. 3). Então, pela regra da cadeia, 


dR _ dR dt  dRjdt _ 
ds ~ dtds | ds/dt m 


O vetor 17/5 ё ainda chamado de veror curvatura, assim como era em 
duas dimensões. No espaço tridimensional, não nos preocupamos em dar um 
Гр 
4T 
| de 


sinal algébrico à curvatura k e simplesmente definimos к = | 


ds 


modo que к = 0 


Fig. 3 


Como T é um vetor unitário T + T = 1. Diferenciando em relação a s, 


obtemos 
É e Wd „=. ara dE 
AT =—'T+T:—=2T*-—=0; istoé 
m 2 ds * ds ds нон 
WM у 
T i 
ds d 


Portanto, o vetor de curvatura dT [ds é sempre perpendicular ao vetor tan- 
gente 7. Se к + 0, então o vetor № definido 


dT/ds — dTjds 


= jdTids| к 


Fig. 4 
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é conseqüentemente um vetor unitário perpendicular ao vetor tangente jn 
Assim como em duas dimensões, referimo-nos ao vetor N como vetor normal 
unitário principal à curva С (Fig. 4). Observe que 
dT N 
= к 
ds 


Se diferenciarmos ambos os lados da equação V=vT em relação a t, 


obteremos 
z OF das. UT fio, Жыт di 
A= = Г “uN 
aa 99 р EPIS 


logo, mesmo no espaço tridimensional, o vetor aceleração À decompoe-se em 


uma componente vetorial tangencial 1 T euma componente vetorial nor- 
йг 


mal v^kN 
Fazendo o produto vetorial com V em ambos os lados da equacáo 


zu o " a 
A= i T +v*kN,e usando o fato de que V = vT, obtemos 


di qa жк ч. esa: = 
PxA = (7 x Т)+а?к(Ў x х) 07 х T) + vhe(T x N) 
=D + 2T x М) =0x(T x №), 
Faremos a seguir um uso extenso da equação 


Vx A=0k(T х №) 


- Сото Те Ñ são vetores unitários perpendiculares, temos que |T x Ñ| = 
ІД |N| = 1; logo, pela equação acima 


|F x A| = р(х N)| =0x]T x N| = °x. 


Resolvendo para x. obtemos 


Como» = V, a equação V x À = v'(T x №) pode ser reescrita como V 
x À = v'k(V х №). Fazendo o produto vetorial com V, obtemos 
(Vx 2) x V= x N)x V = viq(V-V)N-(N-V)V]. 


onde fizemos uso da identidade do produto vetorial triplo (Teorema 1 na 
Seção 4.1) para expandir (V x N) x V. Como Ў = |= ?eN-Y = А-Т) 
= oN- T = v(0) = 0, a equação acima pode ser reescrita como 


(V x Дух Y= rêr? N — 0V) 2 ^N. 


Assim, 
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" V x Al S UD um a 
As equações к — y Ё = m nos capacitam a 
v vk 
achara curvatura e o vetor normal unitário principal em termos do parámetra 
original t. 


rxEMPLO Ache 7, Ñ è x se Ё = (212 + 1) + (02 — 20) + (12 — 1. 


SOLUÇÃO 


= MR : > = 
Nesse caso, V = TA Ati + (2t — 2)j + 21k, de modo que 


V|- (162 + Qr 2) +47 = 2,762 — 22-4 B 


3 
1 


—— = 41 +2) +2 
dE 1-139 + 
Assim, 
TE 2ti + (r — 1)j + tk 
р Мв - 0+1 ^ 
ї fj E ir E. EN 
VxA-|4 2-2 2t|— —4i £ 0j + 8k — —4(i — 20), 
4 23 2 
i j k a Н 
(ўхД)хў=|-4 0 8|=(—16+16){+40}+(—% + 
4t 2t-2 2t 
. |VxA| aik O y 
EST A UA A A 21+ gy 
y Pa Y (2—20)i + 5tj + (1— tk 
E E = : 


vk 5/62 —2t 1 


7.4 Vetor binormal e torção 
O vetor T x N que aparece na equação 


VxA-dixk(T x №) 


Fig. 5 
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é chamado vetor binormal unitário à 
simbolizado por Ё. Portanto, por defini 


a considerada na Seção 7.3 e é 


B=TxN: 
istoé, 
a Fx 1 
йыл RE 
er |V x 4 


Observe que З é um vetor unitário e é perpendicular a T e N;ademais, T, N, В 
é uma trinca destrógira. assim como i, j, ko são. No entanto T, Ñ e B são 
vetores variáveis. movendo-se com o vetor P à medida que este percorre a 
curva (Fig. S). ___ EM 

Assim como i, j, k forma uma base, qualquer trinca particular T, N, Bo 
fará: logo, qualquer vetor X pode ser expresso como uma combinação linear 
de Т, Ме В como vemos a seguir 


X -(X-TyT 4 (X- N)N c (X - BB 
(ver problema 47 na Seção 2). Em particular, 


а [аҹ png, [а Ay, (eN 5) e 
= (2 . - B)B. 
ds | ds 7) T+ ( ds xw + | ds ч 


Diferenciando em ambos os lados da equação №. 7 = Oem relação as, temos 

(dNlds) > T + N - (47/45) = 0, de modo que 
dN тр. A —xN-N 
ds ds 


Igualmente, diferenciando em ambos os lados da equação N - N = 1 temos 
AN = dN 

2% .N=0, de modo qe —— 
ds ds 


= 0. Portanto, substituindo na 


N 
E 

, Obtemos 
ds 


equação acima para 


O escalar (dN/ds) - Bna última equação é chamado de torçãoda curva e 
tradicionalmente representado pela letra grega т (lê-se “tau"'). Assim, рог 
definição 

dN - 
tm 
ds 


а equaçãod N/ds = — «T + (dÑids - B)B pode ser escrita 


A torsão 7 é uma medida da rapidez com a qual a curva está se “torcendo” no 
espaço. As três equações 


dB x 


utc 


M =кТ +78, e 
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são chamadas fórmulas de Frenet (para a prova da terceira equação, veja 
problema 40). р 
Se diferenciarmos em ambos os lados da identidade 


3 7. Ра ; -— 
Á= d T+ikN  emrelacáo ao comprimento de arco s e usar as identi- 
dt 


dades dTlds = KN e АМ = — «T + tB, obtemos 
dA  d(dv/dt) 5 аат аек) _ ам 
= Lea Ж-А UN 
ds ds жаа ds ртк. 
ајаг) = do — ак) EE: 
= E E NL RU X) NE (= T) a P) 


ds dt ds 


Fazendo o produto escalar com B em ambos os lados da última equação e 


a ч s X uc rel 
usando os fatos de que7- B = У: B = 0eB- B = 1, obtemos E "В = окт, 
ds 


Jáquev dA dsdá dA 


ds dids dt 


para obter 


podemos multiplicar a equação acima por v 


dA) X Es 
(E) -В = кт ou Eu В = vx. 
ds dt 


= vixt, OU 


Fr A dA |F x A 
% Сомов == 
а 


, (Aide) (V х A) 


к 1 


Esta fórmula dá a torgior em termos de quantidades que podem ser encon- 
tradas em termos do parâmetro г. M E 

. O exemplo seguinte envolve uma curva da forma Ё = (a cos t)i + (a sen 
DJ + btk. onde a e b são constantes ea > 0. Na forma escalar paramétricax = 


Fig. 6 
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EXEMPLO 


а COSI, у = а sent, ez = bt. Сото о parámetro: cresce, o ponto (x, y, 0) = (a 
cost, a sent, 0) no plano xy percorre um circulo de raio q. Entrementes, а 
coordenada z, z = bf, varia uniformemente, de modo que o ponto (x, у, 2) 
percorre uma espiral circular ou hélice (Fig. 6). Quandor aumenta de 2 ,x ey 
retornam ao seu valor inicial enquanto z aumenta de 2zb. Dizemos que a 
espiral tem raio a e passo 2m|b]. 


Se R = (2 cos t)i + (2 sent)j + 3tk, ache 


A. T, V x A, к, №, B, dAldt, ет. 


SOLUÇÃO 


=(—2sent)i + (2 cos 1)j + 3k, 


ALZA 
= /4sen’ t + 4 cos? (c 9 = 


II 


(—2 cos r)i — (2 sent)j, 


((—2sent)i + (2 cos t)j + 3k). 


i 1 k ^ 
VxA4=|-2sent 2 cost 3| = (6sent)i — (6 cos t)j + 4k. 
—2c0st —2sent 0 
Assim, 


9 |Vx A| _ /36sentr + 36 cos? t +16 | 42 z2 


E (13)? 3/83 B 
1 i J k 
= a | 6sent —6cost 4 
(13)? °тз| оѕепг 2005г 3 


= (—cos t)i — (sent)j, 


E E PxA _ (6seni)i— (6 cos t)j + 4 
CIV xA| «36sent + 36 сов? г + 16 
_ (Bsenr)i— (3 cos г)/ + 2k 
Também, 
dA " " 
= (2sent)i — (2 cos t)j, 
б = (semi - (2 cos t)j 
de modo que 
l Ж а = 
=- z V xA 
2 ( ) 


ge 


= gj sen 1)? — (2 cos 1)j) - ((6 зеп!) — (6 cos 1)j + 4k) = 33 =5 
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7.5 Sumário de fórmulas 
Apresentamos agora um sumário de fórmulas básicas relacionadas а 
uma partícula Р movendo-se de acordo com a lei de movimento 


К = F(t) 


no espaço tridimensional. Nesse caso R = ОР, os denominadores são supos- 
tos diferentes de zero, e as funções possuem tantos derivados sucessivos 
quantos forem necessários. 


— MR 
V= 
dt 
ds 
2 v=|P|=— 
dada 
E 
3 s=|vdt 
4 V-sT 
5 7. E LR 
dt а? 
dv в 
Me SN 
6 di + Kv^N 
Y -— 2al 
U 
a (VxA)xV 
8 N= 
v 
= VxA VxaA 
9 B=——=+5= 
vk |V x A 
Ш. 
10 q x 4) 
x ШЙ 
Tc 
А 45 
dT | 
12 к= |- 
е H 
g_at 
13 N=- 
K ds 
14 B=TxN 
(S4 
ds 
|o(dR | PR) PR 
1бт=— RE 
к? lds ds] ds 
dT - 
17 = к | 


| 
= —кТ + 18 + Fórmulas de Frenet 


Todas essas fórmulas foram provadas, com exceção da 16 e 19, que são 
deixadas como exercício (problemas 39 e 40). 
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Conjunto de Problemas 7 


Nos problemas 1 a 6, (a) ache lim F(t), (b) determine onde Ё é contínua e (c) ache 
Flia) e (d) ache F”(ta). 
1 Р()= 50+ (и +1) (3-2 


2 Fü)- tite j+ лү =4 


= Es > Е т 
3 F(t) = (1 (E + (cos 1) + In (1 — (0& to =0 4 F(t) = (2 +senti + (cos t)j + tk, to — = 
5 Fir) = (cos 20) (sen20]] + 1E. to =F 6 F() - +2 e En 0 
Nos problemas 7 a 14, seja F(t) = 5:7 + (12 — 2)/ + Pk, G(r) = ti + (1/0) + PE, e h(r) = 3t 
3 d - 
7 Calcule А(дЁ (0). e depois ache 3 [FG 
8 Ache ИШ usando а fórmula 
¡AMES аці) = E um 
— [h(t)F(t)] = —— F(t) + (t) — [F(t 
E MOFO] = Би) + A) IPO] 
Р ч 3 [ee & 
9 Calcule F(t) - G(1), e depois ache d [Fo Ge. 
d 
- Ре 
10 Ache = [К@) - G(r)] usando a fórmula 
4 
E d 2 
F(t) | + Gle) + Flo) |— 6) |. 
dt 
= = 1 T 
11 Calcule F(t) X Gíf). e depois ache = [F() x Gu]. 
12 Ache a (FO) x G(t)] usando a fórmula 
Д 
Ls РЕ [ => = = Й ==, 
[E =|— x |— . 
T [Flo х G(t)] [то x G(t) + F(t) E eu) 
13 Ache © |F(r)| 14 Acts qs 
dt É dt Y 
Nos problemas 15 a 20, ache (a) o vetor velocidade V, (b) a velocidade v e (c) o vetor 
aceleração А no tempo / da partícula cuja equação de movimento é dada. 
2 cos 21)? + (3sen21)j + tk 16 К = (2 + г) + 30 + (5—3nk 
¡+ 20+ PK 18 R = (In cos t)i + (sent); + (cos t)k 
19 R= (rsen fi + (t cos t)j + CK 20 R=(e cos t)i + (esent) + ek 
Nos problemas 21 a 26, ache o comprimento do arco de parte da curva dada entre o 
ponto onde t = a et =b. 
21 Е = (3 cos t)i + (4 cos t) + (5sent)k;a- 0, 5 —2 22 К = (cos 3t)i + (sen3t)j + 5tk; a = 0, b = 27 
23 R= (e^ cos t)i + (e"'sent)j ce k;a-0 bon 24 R = (cos г)? + (In cos t)j + (sent)k; a = 0, b = n/4 


25 R= (12/3 — Vti + (6/3 — 7/0] +21k;0=1,b=4 26 = (212 «3i + (3 – 212) + 4k; a=0,b=2 


806 CÁLCULO 


Nos problemas 27 а 32, ache (a) Ӯ, (b) v, (с) À, (d) F, (е) V x À, (0 к, (8) Ñ, (h) Ê, @ 
dÁldt, e (j) т para cada curva no espaço. 


27 К = (2 cos t)i + (3sent)j + tk 28 = (à — 3) + (P + 7) (P 0E 
29 R= (e? +e ”)i + (et e; + Stk 30 R= ei + 21е) + Зек 
á E L xs. llam cos f Іа созт. 
3 А-1 e a PR e y j 
e dur "mE 4 
И х= асоѕ і 
33 Ache Т, Ñ, B, к ет para a espiral circular | y = а sent 
= ht. 


34 Prove que se lim F(t) e lim G(r) ambos existem, então lim [Ё(т) x G(0)] existe e é 
ie te 


igual a 


lim Fo) x jim co) 


m" 12 


35 Se F e G são funções vetoriais contínuas, mostre que Ё х G também é contínua. 
36 Suponha que É e G sejam funções vetoriais contínuas e que H € definida por Ht) = 
Fir) x би). Prove que Й é diferenciável e que 


dH() _[4Р@) СИ б) 
Ж -Í d | x Gt) + F(t) x El 
37 Calcule EE ©) 
de 


38 Suponha que acurva Å = F(t) no espaço tenha curvatura к = ( em todos os pontos. 
(a) Mostre que 7 é um vetor constante. 
(b) Mostre que 7 x R é um vetor constante. 
(c) Mostre que a curva é uma parte de uma reta. 
39 Prove a fórmula 16 da Seção 7.5. (Sugestão: Use a fórmula 10 e faça t = ғ.) 
40 Prove a fórmula 19 da Secáo 7.5. 


dB [dB ү. dB 
в (тт (2 


Sugestão: 
ls 


41 Suponha quea curva Ё ) no espaço pertença ao plano A; + (R — Ro) = 0. Prove 
que a torsão T da curva é identicamente nula. (Cuidado: Nesse caso, №, é o vetor 
normal constante no plano — não confunda com N, vetor normal principal variável 
à curva). Sau 

42 Suponha que a curva А = Fít) no espaço tenha torsão г = 0 em todos os pontos. 
Prove que a curva pertence a um plano. 


43 Prove que t= + 


8 Esferas, Cilindros e 
Superfícies de Revolução 


Na Seção 5 vimos que um plano no espaço xyz possui a equação carte- 
sianaax + by + с: = D. Em geral, uma equação envolvendox, y ez temuma 
superfície bidimensional do espaço xyz como gráfico (os planos considerados 
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na Seção 5 são superfícies especiais). Nesta seção e na próxima considera- 
mos alguns outros tipos de superfícies e suas equações. 


8.1 Esferas 
Se P = (х, y, z) e Po = (xo. yo. 20). então, como vimos na Seção 2.1, a 
distância entre P e P, é dada por 


Portanto, a equacáo 
(x — хо)? + (y — Yo + (z — zo =P, 


onde г é uma constante positiva. mostra que a distância P e Po ér unidades: 
logo, esta equação representa a superficie de uma esfera de raior com centro 
no ponto P = (ху, vo. Zo) (Fig. 1). Em particular, se Po = (0, 0, 0), então a 
equação da esfera resume-se a 


Fig. 1 


EXEMPLOS 1 Ache a equação da esfera com raio de 5 unidades e centro em (—1, 2, 4). 


SOLUÇÃO 
A equação da esfera é 


(+ 1? (y - 2 4 (z — 4)? = 25. 


2 Ache o raio e o centro da esfera cuja equação é 


2 


x^? + y*-z£?— 6x 2y +42 — 11-20. 
SoLução 
Reagrupando os termos e completando os quadrados obtemos 
(8 — 6x 9) + 6? -2y + 1) + (22 + 42+ 4) 91-44 IH 
ou 
(x 3)? + (y - D? + (2 2 —25, 


que representa uma esfera de raio 5 com centro (3, —1, —2). 
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8.2 Cilindros 

Uma reta L no espaço, movendo-se de modo a permanecer paralela à 
uma reta fixa Ly interceptando uma curva fixa C gera uma superfície cilin- 
drica ou somente um cilindro (Fig. 2). Qualquer posição particular da reta L é 
chamada de geratri do cilindro e a curva С é chamada de diretriz Sea 
diretriz С é um círculo е todas as geratrizes são perpendiculares ao plano do 
círculo, a superfície é então chamada de cilindro circular reto. Um cilindro 
сија diretriz é uma elipse. parábola ou hipérbole é chamado de cilindro 
eliptico, parabolico ou hiperbólico, respectivamente. 


Fig. 2 


Consideraremos somente cilindros cujas geratrizes são paraletas a um 
dos eixos coordenados e сија diretriz pertença ao plano coordenado perpen- 
dicular àquele eixo. Por exemplo, o cilindro da Fig. 3 possui geratrizes 
paralelas ao eixo z; logo, se o ponto Q = (ху, Ya, 0) está na diretriz, então todos 
os pontos da forma Р = (ху, Yo. z) também pertencem ao cilindro. Conclui- 
mos, então, que а equação do cilindro não pode ter nenhuma restrição para 
qualquer que sejaz — isto é. ouz não está presente na equação ou está, porém 
pode ser removido da equação por uma manipulação algébrica. 


Q= (Xp, 390) 


Fig. 3 


Para desenhar o gráfico de uma superficie cilíndrica cuja equação маё 
possui uma das variáveis x, у ou z, simplesmente desenhamos o gráfico da 
equação no plano coordenado envolvendo as variáveis presentes, obtendo 
assim a diretriz C. A superficie é então varrida por uma reta perpendicular а 
este plano coordenado e interceptando a diretriz. 


O gráfico da equação dada é um cilindro. 

(a) Identifique о eixo coordenado que é paralelo às geratrizes. 
(b) Especifique o plano coordenado que contém a diretriz. 

(c) Descreva a diretriz. 

(d) Desenhe o cilindro. 


ly=e 
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curva 
diretriz 


y=e 


SoLução 

(a) A variável x está faltando: logo as geratrizes são paralelas ао eixo x. 
(b) A diretriz está contida no plano yz. 

(c) A diretriz é uma curva exponencial. 

(d) O gráfico aparece na Fig. 4. 


E = sen x 


SoLução 

(a) A variável y está faltando; logo as geratrizes são paralelas ao eixo y. 
(b) A diretriz está condita no plano xz. 

(c) A diretriz é uma senóide. 

(d) O gráfico aparece na Fig. 5. 


À curve diretriz 
| 2 sent 


Fig. 5 


8.3 Superfícies de revolução 

Uma superficie de revolução é definida como uma superficie obtida pela 
rotação de uma curva plana C em torno de uma reta L que pertence ao mesmo 
plano da curva. A reta L é chamada de eixo de revolução. Por exemplo, uma 
esfera é a superfície de revolução gerada pela rotação de um círculo C em 
torno de um eixo L passando pelo seu centro. Observe que uma superfície de 
revolução corta um plano perpendicular ао eixo de revolução segundo um 
círculo ou um ponto, contanto que ela seja secante ao plano. 

A Fig. 6 mostra uma parte de uma superfície de revolução obtida pela 
rotação da curva С do plano yz em torno do eixoz. Para achar a equação desta 


Fig. 6 
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superfície, considere um ponto genérico Р = (x, у, z) na superfície obser- 
vando que P é obtido pela rotação de algum ponto О da curva original C em 
torno do eixo z, como na Fig. 6. Perpendiculares traçados de P e О ao eixoz 
encontram o eixo z no mesmo ponto R = (0, 0, z). Observe que P, Q eR téma 
mesma coordenada z. Seja r = |PR| = |OR|. Como О está no plano yz, sua 
coordenada x é zero. Seja О = (0, уу, 2). observando que |у; = 

Entào, 


PR = (x — 0)? + (y — 0) + (2-2) 


vx? +y”. Concluímos que, seP = (х, y, z) pertence à superfície 
de revolução, então ouQ = (0. у ту с) ou Q = (0, — ух Fy”, z) pertence 
à geratriz. Reciprocamente, se Q — (0, y» Z) é um ponto dado na curva 
geratriz C, então qualquer ponto P = (x, y, 2), de modo que v? + у = 
pertence a um círculo horizontal de raior = |у, com centro em R = (0, 0, as 
Fn este ponto P pertence à superfície de revolução. Concluímos queP = (m 

z) pertence à superfície de revolução se e somente se О = (0, + ух? + yaa) 
me à curva geratriz. Em outras palavras, a equação da superficie gerada 
pela rotação da curva С no plano yz em torno do eixo z é obtida substituindo a 
variável y na equação de C pela expressão 


+. REA у. 
"i ЧЕ 


A parábola z = у? no plano yz é girada em torno do eixo г para formar uma 
superfície de revolução. Ache a equação desta superfície (Fig. 7), 


SOLUÇÃO 
Substituindo y na equação z — 


2 por + Vx? + y? obtemos 
z-—(Rx-y'Y eu z= + yt 


A superfície da Fig. 7 é chamadadeparabolóide de revolução, Damesma 
forma uma superfície de revolução obtida pela rotação de uma hipérbole ou 
uma elipse em torno de um de seus eixos de simetria é chamada de hiperbo- 
loide de revolução ou elipsoide de revolução, respectivamente. 

As considerações anteriores aplicam-se a curvas em quaisquer dos pla- 
nos coordenados, e temos a seguinte regra geral para achar a equação de uma 
superfície de revolução: 

1 Ordene as três variáveis em tal ordem que a primeira variável repre- 
senta o eixo em torno do qual a curva geratriz С roda e as outras duas 
variáveis representam o plano em que С estã. 

2 Na equação de С, substitua a segunda variável ordenada por mais ou 
menos a raiz quadrada da soma dos quadrados da segunda e da terceira 
variável ordenada. 


Ache a equação da superfície de revolução gerada pela rotação da curva y 
3x no plano coordenado ху em torno do eixo x. Desenhe um gráfico da 
superfície. 


SOLUÇÃO 
Seguindo o passo | daregra acima, ordenamos os três variáveis na ordemx, y, 


z. No segundo passo substituímos y na equação y? = Зх por + yy” + z” para 
obter Vy? 425 = 3x, ou y? + 2? = Зу (Fig. 8). 


Observe que uma eq O representa uma superficie de revolução em 
torno de um eixo coordenado se ela contém as variáveis correspondentes aos 
outros eixos coordenados combinadas somente em termos da soma de seus 
quadrados. Porexemplo, a equação у?= 4(z? + x?)contém as duas variáveisx 
ez somente combinadas comoz* + x? de modo que representa uma superfície 
de revolução obtida pela rotação da curva em torno do eixo y. 

Se sabemos que uma superficie e uma superfície de revolução em torno 
de um dos eixos coordenados, uma curva geratriz C pode ser achada intercep- 
tando-se a curva com os planos coordenados que contém o eixo coordenado. 
E claro, para achar a equação da interseção de uma superfície com os planos 
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coordenados ху, xz ou yz, simplesmente fazemosz, y oux igual a O na equação 
da superficie. respectivamente. 


EXEMPLOS Para a superfície de revolução x? — y? + 22 = 1: 
(a) Ache o eixo de revolução 
(b) Ache a curva geratriz nos planos coordenados que contêm o eixo de 
revolução. 
(c) Desenhe o gráfico. 


SOLUÇÃO 

(a) A equação pode ser reescrita como (x? + 2º) — у? = 1, de modo a conter as 
variáveis x e z somente na combinação x? + 7”. Е portanto uma superfície 
de revolução em torno do eixo y. 

(b) Podemos achar uma geratriz interceptando a curva ou com o plano xy ou 
com o plano yz. À interseção com o plano yz é encontrada fazendo x = 0 
na equação x? — у? + z? = 1 obtendo assim z? — у? = 1, a equação de uma 
hipérbole. 

(с) A superfície que está desenhada na Fig. 9, é gerada pela rotação da 
hipérbole z? — 3 1 em torno do eixo y, logo é um hiperbolóide de 
revolução. 


Fig. 9 


Conjunto de Problemas 8 


Nos problemas 1 a 4, ache uma equação da esfera satisfazendo as condições dadas. 
1 Centro em (2, —1, 3) e raio de 4 unidades. 
2 O seu diâmetro é o segmento de reta ligando os pontos (8, — 1,7) e (-2, —5, 5). 
3 Centro em (4, 1, 3) e contendo o ponto (2, —1, 2). 


4 Contendo os pontos (3,0,4), (3,4,0), (9,0,,/7), e (—3.0.4). 


Nos problemas 5 a 9 ache o centro e o raio de esfera. 


Sox y rg 2x 442 4=0 6 x? +y? ez + 2х +14у— 102+74=0 


7 2x + 2y? + 2:2 + 4х – Ay 14=0 8 х®°+ у°+:°—8х+4у+102+9=0 
9 x! y! +22 6x 2y—4z—19—0 


10 Acheoconjunto de pontos que são eqüidistantes dos pontos (1,3, — I)e (2, 721,2). 


Nos problemas 11 а 22 (a) Identifique a que eixo coordenado as geratrizes do cilindro 
são paralelas, (b) Especifique o plano coordenado que contém a diretriz, (c) descreva a 
diretriz e (d) desenhe o cilindro 


Н у=:® 12 xy 13 уз=1 
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16 x +) 


17 у= 18 3x+2y=6 


20 2 =sen 2x 21 ==? 


Nos problemas 23 а 30, ache a equação da superfície gerada quando o plano do gráfico 
da equação dada é girado em torno dos eixos indicados. Desenhe a superfície. 

x no plano xy em torno do eixo x. 

3x + 2 no plano xy em torno do eixo. 

In x no plano xy em torno do eixo x. 

— 9%? = 5 no plano xz em torno do eixo z. 

no plano xz em torno do eixo 2. 


= 1 no plano ху em torno do eixo z. 


7 no plano yz em torno do eixo y. 
4 no plano xz em torno do eixo x. 


Nos problemas 31 a 36. cada equação representa uma superfície de revolução em torno 
de um dos eixos coordenados. Identifique esses eixos. ache a equação da curva geratriz 
no plano coordenado indicado e desenhe o gráfico 


33 x^ —8y* ~ 


18: plano xy 


36 9x? + 9y* +42 


36; plano yz 


37 ScA? + В? + C? 4D, mostre que a equação. 3 + Ax+By+C:+D=0 
pode ser reescrita na forma (x — хо + (у — yo? + @ — zo) = 07. (Sugestão: 
Complete os quadrados). 


9 Superfícies Quádricas 


No Cap. 11 mostramos que, exceto em certos casos particulares, O 
gráfico no plano xy de uma equação do segundo grau 


Ах? + Вху + Cy? + Dx Ey F=0 
é um círculo, uma elipse, uma parábola ou uma hipérbole; em qualquer caso, 
é uma seção cónica. Uma equação do segundo grau a três variáveis x, y, ez 


tem a forma 


Ax? + Ву? «(c 


t 
24 Dxy + Ех:  Fyz + Gx + Hy - Iz - K = 0, 


án 


e o gráfico de tal equação no espaço xyz é chamado de superfície quádrica, 
Pela rotação e translação do sistema coordenado no espaço tridimensional, ё 
possível transformar a equação do segundo grau em certas formas padroniza- 
das e então classificar as superfícies quádricas. 

Nesta seção não nos preocupamos em estudar detalhadamente e classi- 
ficar as superfícies quádricas. Ao contrário, nossa intenção é simplesmente 
familiarizar о leitor com os modelos gerais e com as equações padrão de 
superfícies quádricas comuns. 


9.1 Técnicas para o estudo das superfícies 

Começamos mencionando, muito sucintamente , algumas técnicas bá- 
sicas para visualizar e traçar os gráficos de superfícies no espaço. Eles 
envolvem (1) seções transversuis, (2) traços e interseções e (3) simetrias. 


Seções transversais 
A mais simples (porém em muitos casos а mais efetiva) para visualizar, 
reconhecer ou traçar gráficos de superfícies no espaço é achar as Seções 
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projeção do 
eixo z no 


plano cortante 
superficie 


projeção do 
eixo x no 
plano cortante 


transversais das superficies, formadas pela interseção da superfície com 
planos — especialmente por planos perpendiculares aos eixos coordenados 
ou perpendiculares aos eixos de simetria da superfície. Por exemplo, a Fig. 
mostra о corte de uma seção transversal em uma superfície por um plano 
a, perpendicular ao eixo y. A equação da seção transversal no plano cortante 
у = a pode ser achada simplesmente substituindo у = а na equação da 
superfície. A equação resultante, que irá envolver somente x ez, é a equação 
da seção transversal relativa às reproduções dos eixos x ez no plano cortante, 
como na Fig. 1. Exatamente a mesma idéia aplica-se aos cortes das seções 
transversais por planos perpendiculares aos outros eixo: 
Traços e interseções 

Os cortes das seções transversais de superfícies por planos coordenados 
chamados de traços da superficie. Por exemplo. o traço YZ da superficie (isto 
o corte da seção transversal da superfície pelo plano yz) é obtido fazendo x 
0 na equação da superfície. O trago xve traço xz são definidos de maneira 


semelhante. 
As interseçõesx, y ez da superfície são definidas como os pontos em que 
os eixos x, y e z, respectivamente, interceptam a superfície. Por exemplo. 


para achar а interseção x, fazemos у = 0 ez = 0 na equação da superfície. 


ies geralmente apresentam simetrias em relação a pontos, retas ou 
planos. Naturalmente, a superfície é dita simétrica em relação a um ponto, 
reta ou plano, contanto que, sempre que um ponto Р pertence à superfície, o 
mesmo acontece para um ponto Q, que está localizado simetricamente em 
relação ao ponto, reta ou plano. Por exemplo, se uma equação equivalente à 
equação original da superfície é obtida quando у é substituído por —y, então a 
superfície é simétrica em relação ao plano xz. А simetria em relação ao eixo z 
pode ser testada substituindo x e y por =x e —y. respectivamente, e verifi- 
cando se a equação resultante é equivalente à eguação original. Testes 
semelhantes são feitos para simetrias em relação aos outros planos coorde- 
nados ou eixos coordenados, assim como para simetria em relação à origem 
(problemas 25 a 27). 


9.2 Superfícies quádricas centrais 
O gráfico no espaço xyz de uma equação da forma 


ondea, b е c são constantes positivas com sinais algébricos simultaneamente 
não-negativos, é chamado de superfície quádrica central. que só aparecem 
os quadrados das variáveis, uma superfície quádrica central é simétrica em 
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relação aos três eixos coordenados, aos três planos coordenados е à origem. 

A superfície quádrica central é classificada da seguinte maneira: 

1 Se todos os três sinais são positivos, a superfície é chamada de um 
elipsóide. 

2 Se dois sinais algébricos são positivos e um é negativo, a superfície é 
chamada de hiperbolóide de uma folha. 

3 Se um sinal algébrico é positivo e os outros dois são negativos, a 
superfície é chamada de hiperbolóide de duas folhas. 


O elipsóide x ж у у 
As interseçõesx, у ez do elipsóide - + Fa + 
ar D^ € 


0). e (0. 0 + c), respectivamente, e os traços nos planos coordenados são as 
elipses (ou círculos) x?/a* + y*/b? = 1, xº/a? + 220° = 1, ey*/b? + 2910? = 1 
De fato, todos os cortes das seções transversais por planos perpendiculares 
aos eixos coordenados são elipses (ou círculos) (problema 29). O gráfico está 
desenhado na Fig. 7. 


1 вдо (а, 0,0), (0, +b, 


Hiperbolóide de uma folha 
Suponha que precisamente o termo envolvendoz* possua o sinal negativo, de 


2 2 2 


x E 3 E 
modo que a equação temaforma ‚++, C) „ = l.Asintersecoesx ey sao 
а cá с 


к 


(+ a,0, 0) e (0, + b. 0), mas não existe interseção z, pois a equação ~-z? 
não pode ser satisfeita para nenhum número real z. Os traços nos planos 
coordenados são os seguintes: 

1 O traço xy é a elipse (ou círculo) 


xja + ув? = 1. 


2 O traço xz é a hipérbole 


Fig. 2 M 


De fato. todos os cortes de seções transversais por planos perpendicula- 
res aos eixos.x ou y são hipérboles ou pares de retas, enquanto todos os cortes 
de seções transversais por planos horizontais são elipses (problema 30). Parte 
da superfície está desenhada na Fig. 3. 


Hiperbolóide de duas folhas 
Suponha que precisamente os termos envolvendo y 


e z? possuem sinais 


negativos, de modo que a equação tem a forma 
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Fig. 3 


interseções x são (= a, 0, 0), porém não existem as interseções y e z. (Por 
quê?) Os traços nos planos coordenados são: 

1 О traço ху é a hipérbole x2/a? — y2/b? = 1, 

2 O trago xz é a hipérbole x?/a? — z?jc? = 1, 

3 Não existe traço 


Embora o hiperbolóide de duas folhas não tenha traço no plano уг, ele 
possui cortes de seções transversais feitos por planos x = &, paralelos ao 
plano yz. Dessa maneira, o corte da seção transversal pelo plano x =k tema 
equação 


E yo? " à qi mê 
——— >= e 
EU NP a 


a 


contanto que |k| > a. A última equação pode ser reescrita como 


ў? zi 


ero есй” 


Fig. 4 
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portanto, os cortes das seções transversais por planos perpendiculares 
eixo x e que distam, no mínimo, de a unidades da origem são elipses. U 
parte da superfície, que consiste em duas “partes” ou “folhas” separadas, 
mostrada na Fig. 4. 
ES Á 
9.3 Cones elípticos 
O gráfico no espaço xyz de uma equação da forma 


3 y 
E E 
cb 


yo 


ondea, b ec são constantes positivas e nem todos os três sinais algébricos são 


os mesmos, é chamado de cone eliptico. Multiplicando por —1 se necessário, 
podemos fazer com que dois sinais sejam positivos e um negativo. 
"a s х? y 2 
Suponha por definição que a equação tenha a forma —, + p ш a 
a € 


Novamente, mesmo como só aparecem os quadrados das variáveis, о сој 
elíptico é simétrico em relação a todos os planos coordenados , a todos 
eixos coordenados е à origem. Se duas das variáveis são igualadas a zero 
equação, então a terceira variável tem que ser zero; logo, a única interse 
x, у ou z do cone elíptico é a origem. 

Os traços nos planos coordenados são: 

1 Otraçoxy ёха? + y*[b? = 0, ou (х, у) = (0, 0), somente um ponto na 


origem. 

2 O trago xz e xa” — 0. ou z = + (с/а)х, um par de retas 
concorrentes 

3 O traço yz = 0, ouz = + (c/b)x, um par de retas 


concorrentes. 

Cortes de secóes transversais por planos perpendiculares ao eixox ou 
que não passam pela origem são hipérboles. enquanto cortes de secó 
transversais por planos horizontais que não passam pela origem são elip: 
(ou círculos) (problema 31). Uma parte do cone elíptico é mostrada na Fig. 5. 
Observe que, sea = b, o cone elíptico transforma-se num cone circular reto. 


Fig. 5 


9.4 Parabolóides elípticos e hiperbólicos 
Consideremos agora o gráfico de uma equação no espaço xyz possuind 
uma das formas 
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onde a, b е c são constantes positi Se ambos os termos à esquerda 
possuem o mesmo sinal algébrico, o gráfico de qualquer uma dessas equações 
é chamado paraboloide eliptico. Por outro lado, se os termos à esquerda 
possuem sinais opostos, o gráfico de qualquer uma dessas equações é cha- 
mado de parabolóide hiperbólico. Discutimos esses doi 
mente, considerando somente a primeira equação + 
outras equações são tratadas de modo semelhante. 


Parabolóide elíptico 
Suponhamos por definição que os coeficientes de x? e y” 
modo que a equação para ser escrita na forma 


јат positivos, de 


Fig. 6 


onde a, b > 0. Evidentemente, esta superfície intercepta o plano xy somente 
na origem e se encontra acima do plano xy. É simétrica em relação ao plano 
xz, ao plano yz, ao eixoz, pois somente os quadrados de x e y aparecem. Os 
traços nos planos são parábolasz = x?[a? ez = y?/b?, respectivamente. 
Os cortes das seções transversais por planos horizontais acima da origem são 
elipses (ou círculos) (problema 32). Um desenho de uma parte do parabolóide 
elíptico aparece па Fig. 6. Observe que, no caso especial em que a = b, o 
parabolóide elíptico transforma-se em um parabolóide de revolução (em 
torno do eixo 2). 


Parabolóide hiperbólico 

Suponhamos que exatamente o coeficiente de у? seja positivo enquanto о 
coeficiente de x? seja negativo, de modo que а equação possa ser escrita na 
forma 


ondea, b > 0. Os 
origem e a superfi 
Os tracos 
1 O trago yb? — ха? = 0, ou y = + (bla), é um par de retas 
concorrentes. 
2 Otraçoxz — х Ја? =z, é uma parábola com concavidade para baixo. 
3 O traço yz y?/b? = z, é uma parábola com concavidade para cima. 
Além disso. cortes de seções transversais por planos horizontais acima 
da origem são hipérboles com eixos transversais paralelos ao eixo у, en- 
quanto que cortes de seções transversais por planos horizontais abaixo da 
origem são hipérboles com eixos transversais paralelos ao eixo x (problema 


ixos coordenados interceptam esta superfície somente na 
ie é simétrica em relação ao plano xz, ao plano yz e ao eixo 
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Fig. 7 


33). Todos os cortes de seções transversais por planos perpendiculares ao 
eixo x ou ao eixo y são parábolas com abertura para cima ou para baixo, 
respectivamente (problema 34). Um esboço de uma parte do parabolóide 
hiperbólico aparece na Fig. 7. Nas proximidades da origem, o parabolóide 
hiperbólico tem o formato de uma sela. 


9.5 Exemplos de superfícies quádricas 

As superfícies discutidas nas Seções 9.2 a 9.4, juntamente com os 
cilindros cujas diretrizes são seções cônicas, esgotam todas as possibilidades 
para superfícies quádricas com exceção de certos casos degenerados que não 
consideraremos aqui. Nos exemplos seguintes ilustramos a técnica de identi- 
ficar e traçar gráficos de quádricas cujas equações estão na forma convencio- 
nal. 


Para as superfícies quádricas dadas (a) ache as interseções, (b) discuta a 
simetria, (с) ache as seções perpendiculares aos eixos coordenados, (d) ache 
os traços (e) identifique a superfície e (f) esboce o gráfico. 


х. By? 4.22 —8l 


SoLução 

Dividindo por 81, vemos que a equação tem a forma х?/а? 

ondea =9,b = Зес = 9. 

(a) As interseções com х são (+ 9, 0, 0). Não há interseção сот у. As 
interseções com z são (0,0, + 9). 

(b) Todas as variáveis estão elevadas ao quadrado; logo, a superfície € 
simétrica em relação a todos os três planos coordenados, todos os eixos 
coordenados е à origem. 

(c) A interseção com o plano x = К é a curva z? — 9y* = 81 — kº, que é uma 
hipérbole exceto quando k = + 9. Quando k = + 9, a interseção com o 
plano x = k é o par de retas concorrentes z Зу. A interseção com o 


a = 


Fig. 8 
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plano y = k é ocírculox? + z? = 81 + 9k? de raio BT + 92. A interseção 
como planoz =k éacurvax” — 9y? = 81 — К”, que é uma hipérbole exceto 
quando k = + 9, que é o caso de duas retas concorrentes x = + 3y. 

(d) Os traços são achados fazendo k = 0 em (c). O traço yz é a hipérbole z? — 
9y? gr D fřagoxs é o círculo x* + z* = 81. O traço xy é a hipérbole 
x*— 9y* =81, 

(e) A superfície é um hiperbolóide de uma folha — na verdade um hiperbo- 
lóide de revolução em torno do eixo y. 

(f) O gráfico está representado na Fig. 8. 


2 —9x? — 16y? + z? = 144 
SOLUÇÃO 
A equação tem a forma —x*/a? — yb? + :?/с? = 1coma-4, b=3, 
ес= 12. 
(a) Não há interseçõesx. Não há intersegóes y. As intersecóes с são (0, 0, + 
12), 


(b) Todas as variáveis estão elevadas ao quadrado, de modo que a superfície 
é simétrica em relação aos três planos coordenados, os três eixos coorde- 
nados e a origem. 

(c) A interseção com o plano x = k é a hipérbole 2? — 1бу? = 144 + 92, A 
interseção com o plano y =k é à hipérbole? — 9x? = 144 + 16k?. Para |k| > 
12, a interseção com o plano z = k é a elipse 9x? + 16у? = k? — 144. 

(d) Fazendo k = 0 em (c) descobrimos que os traços yz e xz são as hipérboles 
2° — 16? = 144 ez? — 9x? = 144, respectivamente, enquanto não existe 
nenhum traço xy. 

(e) A superfície é uma hiperbolóide de duas folhas. 

(f) O gráfico está representado na Fig. 9. 


3 x 


—9х? — 16y? +22 = 144 


Fig. 9 


SoLUÇÃO 

(а) A única interseção ao longo dos eixos coordenados é a origem (0, 0, 0). 

(b) A superfície é simétrica em relação a todos os três planos coordenados, 
aos três eixos coordenados e à origem. 

(c) Рага k + 0. a interseção com o plano x = k é a hipérbole y?/9 — 22/4 = 
2/16. Parak + 0, a interseção com o planoy = А é a elipse x2/16 + 22/4 = 
K*[9. Para k + 0, a interseção com o plano z = k é a hipérbole 
у?/9 — x?/16 = K?j4. 

(d) O traço yz consiste em duas retas concorrentes, y = + 3/22. O traçoxz éa 

origem (0, 0,0). O traço xy fornece duas retas concorrentes у = + 3/4х. 

(e) A superficie é um cone elíptico. 

(f) O gráfico está representado na Fig. 10. 


4 9y* — 2522 =x 
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Fig. 10 


SoLução 

A equação tem a forma y?/b* — z*[c* = x, onde b = t/a ec = Ys. 

(a) A única interseção ao longo dos eixos coordenados é a origem (0, 0, 0). 

(b) As variáveis elevadas ao quadrado são y ez, de modo que a superfície é 

simétrica em relação ao plano xy, ao plano xz e ao eixo x. 

Para < 0, a interseção com o plano x =k é a hipérbole 2572? — O? = – 

cujo eixo transversal é paralelo ao eixo z. Parak > 0, a interseção com o 

planox = é à hipérbole 9y* — 2. k cujo eixo transversal é paralelo ao 

eixo y. A interseção com o plano y = А é a parábola x = 9k? — 25z*. com 

concavidade no sentido do eixo negativo dex. A interseção com o planoz 

= k é a parábola x = 9y* — 256°, em concavidade no sentido do eixo 

positivo de x. 

(d) O traço yz é o par de retas concorrentes у = + 532. O trago xz éa 
—25 22, O traço xy é a parábola x = 9 y*. 

é um parabolóide hiperbólico. 

o aparece na Fig. 11. 


(c 


Fig. 11 


Conjunto de Problemas 9 


Nos problemas 1 a 8, identifique a interseção de cada superficie quádrica com o plano 


indicado 


1 2х? +332 0-2 -6;x-1 
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BEES — 1007? =0: 7 =-1 6 302—4 + 5y- z-2- 052 


3 x? у? 22 
E. T NUM E 
| - y =z; x 5 ta x+y+xp=4,x=5 


9а 24, (a) ache as interseções, (b) discuta a simetria, (c) ache as seções 
perpendiculares aos eixos coordenados, (d) ache os traços, (e) identifique 
quádrica e (f) desenhe o gráfico. 


ES 22-6 10 144x? + 9y? + 16:2 = 144 11 4x? — 9y? + 972 = 36 

ЕР, + y =1 13 а®—4у 14 2=1-2y+y 

| ЕСТЕ 16 x + у? +22 2р +22 = 0 17 х + 5? — 8020 
a 

MES - 25) - 252? =25 19 32= х? 4 y? may 


22 4? —97?—18x=0 


Mostre que o gráfico de uma equação é simétrico em relação ao plano xy se ao 
substituirmos z por —z na equação, uma equação equivalente é obtida. 

Ache as condições para a simetria de um gráfico em relação (a) ao plano уг, (b) ao 
Eixo x e (c) ao eixo y. 

Ache a condição para a simetria de um gráfico em relação à origem. 


Discuta a simetria do gráfico de equação 2xy + 3xz — 4yz = 24. 


Ache todos os cortes de seções transversais perpendiculares do elipsóide x*/a? + 
yb?  z*]c* = 1 (a) pelos planosx = К^, (b) pelos planos y — e (c) pelos planosz =k. 
Ache todos os cortes de seções transversais perpendiculares do hiperbolóide de 
uma folha x?/a? + y?/b? — z?/c? = 1 pelos planos perpendiculares aos eixos coorde- 
nados. 

Ache todos os cortes de seções transversais perpendiculares do cone elíptico x?/a? 

+ yº/b? — zº/c? = 0 pelos planos perpendiculares aos eixos coordenados. 

32 Ache todos os cortes de seções transversais perpendiculares do parabolóide elíp- 
tico x*/a* + y?/b? = z pelos planos perpendiculares aos eixos coordenados. 

33 Ache todos os cortes de seções transversais pelos planos z = А do parabolóide 
hiperbólico y?/b* — x*/a* = z. Discuta os casos em que k < 0, k =0ek>0, 
separadamente. 

34 Ache todos os cortes de seções transversais por planos perpendiculares aos eixosx 
e у do parabolóide hiperbólico y2/b? — х?/а? = z, 

35 Escrevaa equação de uma superfície de pontos (x, y, z) de modo que a distância 
do ponto P ao ponto (0, 0, —1) seja a mesma distância do ponto P ao planoz = 1 
Identifique esta superfície. 

36 Prove que se (xo, уо, zo) é um ponto qualquer de um hiperbolóide de uma folha, 
existem duas retas do espaço passando por (xo, уо, zo), ambas pertencendo ao 
hiperbolóide. 

37 Ache a equação de uma superficie de pontos P = (x, у, z) cuja distância ao eixo é 
2/a da distância de P ao plano xz. 

38 Prove que se (xo, Yo; 20) é um ponto qualquer de uma parabolóide hiperbólica, 
existem duas retas do espaço, passando por (ко, Yo, zo) ambas pertencendo ао 
parabolóide hiperbólico. 

39 Uma superfície quádrica central Ax? + By? + Cz? + К = 0 contém os pontos (3, —2, 
=. (0, 1, —3) е (3, 0, 2). Ache a equação da superfície e identifique a superfície. . 

40 Uma superfície quádrica Ax? + By? + Cz = 0 contém os pontos (1, 0, 1) e (0, 2, 1). 
Ache a equação da superfície e identifique a superfície. 
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Coordenadas Cilíndricas e 
Esféricas 


No Cap. 11. vimos que alguns exercícios no plano eram mais fáceis de 
formular e de se resolver quando usávamos coordenadas polares em vez 
coordenadas cartesianas. De forma semelhante, existem situações em 
problemas no espaço tridimensional tornam-se mais acessíveis se intri 
zirmos sistemas coordenados пао-сагіеѕіапоѕ. Dois dos mais impo: 
sistemas coordenados náo-carteanos no espaço, o cilindrico e o esférico, 
discutidos nesta Seção. 


10.1 Coordenadas cilíndricas 

Na Seção | obtivemos as coordenadas cartesianas de um ponto P 
espaço tridimensional traçando uma perpendicular PO ao plano hori 
que passa pela origem O e usando as coordenadas cartesianas de O 
plano juntamente com a distância orientad; + [PQ|. Osistema cilir 
muito semelhante, exceto que usamos coordenadas polares para o ponto 
plano horizontal (Fig. 1). Assim, as coordenadas cilíndricas do ponto P. 
Fig. 1 são (r, 6.2). 

A Fig. 2 mostra o ponto P em relação ao sistema cartesiano e em 
ao sistema cilindrico. Se as coordenadas polares de O (com o eixo x 
eixo polar) são (r, 8), então as coordenadas cartesianas de Q sáox = ғ 
= sen 0; logo, as coordenadas cartesianas de P são dadas pelas equ 


x=rcosU 
г зеп @ 


eixo polar 


Fig. 1 


Р= { lx, у, 2) coordenadas 
(r. 8, т) coordenadas 


lzi 


Fig. 2 
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Como o ponto О, no pé da perpendicular do ponto P ao plano xy, tem um 
número ilimitado de diferentes representações no sistema polar, temos que P 
tem um número ilimitado de diferentes representações no sistema cilíndrico. 
Por exemplo, ве Р = (r, 0, 2), P também será P = (=r,8 + т, г). Paraqualquer 
caso, se Р = (x, у, z) em coordenadas cartesianas, então as coordenadas 
cilíndricas de P (r, Ө, z) devem satisfazer 


p= + 
d TN 


e, contanto que x + 0, 
tan 0 
x 
Sex = 0, então 0 = т/2 quando y > 0, e 8 = 37/2 quando y < 0. 


EXEMPLOS 1 Ache as coordenadas cartesianas do ponto P cujas coordenadas cilíndricas 
580 (5, —7/3,3) e marque o ponto P, mostrando os dois sistemas coordenados. 


SoLUÇÃO 
Nesse caso, 
5 
x=rcos0=5cos(-7) =з, 
/ 
л 5/3 
y = 5sen(- ЕЕ E , e 
S3, 
- 
Fig. 3 


Logo, o ponto P tem coordenadas cartesianas 


(& —5,/3/2,3) 
(Fig. 3) 
2 Ache as coordenadas cilíndricas do ponto P cujas coordenadas cartesianas 
são (—2,2 143,4) e marque o ponto mostrando os dois sistemas coordenados. 


SoLUÇÃO 
Nessecaso,r = + (y + 0 V3) = + yT6 = +4, e pegamosr = 4. Como 
x=-2<0ey=23>0,temos que 6 é um ângulo do segundo quadrante 


com tang — = MENE 
X . 8 
radianos. Assim as coordenadas cilíndricas de P são (4, 2 7/3, 4) (Fig. 4). 


= —\/%; ficamos, então, сотӨ = 120° = 2 7/3 
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7 
eP-4, 7,4) 
i 3 


l coordenadas 
la cilindricas 
' 


g 
eixo pular 


Fig. 4 


(e) 


P=(K,09,20) 


Fig. 6 


O gráfico de uma equação em coordenadas cilíndricas r = k é um cilin- 
dro circular de raio |k| com o eixo z como eixo central (Fig. 5a). Da mes- 
ma forma, a condição 0 = 0 representa um plano passando pelo eixo z, 
fazendo 6, com eixo positivox (Fig. 5b), enquanto a equaçãoz —zp representa 
um plano horizontal interceptando o eixo z no ponto (0, 0, zo) (Fig. 5с). O 
ponto P de coordenadas cilíndricas Р = (k, 64,20) € um ponto em que o cilindro 
circular r = А, o plano 6 = 6, e o plano z = те se interceptam (Fig. 6). 
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Como a eguação de um cilindro circular é muito simples em coordenadas 
cilindricas, tais coordenadas são naturalmente adaptadas às soluções de 
problemas envolvendo tais cilindros. Generalizando. a equação de uma 
superficie de revolução em torno do eixo z é geralmente mais simples em 
coordenadas cilíndricas do que em coordenadas cartesianas 


reto de 


EXEMPLOS 1 Escreva a equação em coordenadas cilíndricas do cilindro circula 
raio 17, com o eixo z como eixo central, 


SoLUGAO 
A equação do cilindro circular reto é r = 17. 


2 Ache a equação em coordenadas cilíndricas do parabolóide de revolução cuja 
equação cartesiana é 


SOLUÇÃO 
Como r* = x* + y*, a equação desejada é 1º = 


3 Ache a equação em coordenadas cartesianas da superfície cuja equação em 
coordenadas cilíndricas éz = 3r, identifique a superfície e esboce o gráfico. 


SoLucAo 
Elevando ao quadrado ambos os lados da equação, obtemos % qué = 
90° + y?). A última equação pode ser reescrita como x? + у? — (22/9) = 0. que 
representa um cone elíptico. Na verdade, como os coeficientes de x? e 
Os mesmos, o gráfico é um cone circular (Fig. 7). 

Uma curva no espaço geralmente pode ser expressa parametricamente 
dando-se as coordenadas cilíndricas (r, Ө, z) de um ponto P da curva em 
termos de um parámetro r. Assim, se 


r-f() 
Ө = g(t) 
z= h(t), 


onde f, g e h são funções contínuas, então o ponto Р = (r, 0, z) percorre a 
curva à medida que t varia. Sef". g' eh' existem e são contínuas então das 
equações 


r cos 6, y=rsenð, e 
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obtemos 
dx dr de dy dr do 
жез” rend e ^ш End reos 07. 
Assim, 


0-80-07 


dr dð? [dr dan? Al 
= (E cos 0 — rseno + (Tseng +r coso Gy + "m 
UT n dr 48 жылыш Жү (6) sq 
= (5) cos. 8 —2r y 08 0 senb +” sen” 8) E + | 55 
dr dê ENTIS (& 3 
Pup n. Өзеп Ө + ғ? cos ( * di 


2 2 2 
= 6 (cos? 9 +sen? 0) + (2) (cos? 0 +sen? 0) + (5) 


dt dt 
2 " do 2 dz 2 
spa es + ДЕ] * 


, Temos que o comprimento de arco da curva entre o ponto onde o 
parámetro tem o valor t = a e o ponto onde 1 = b é dado por 

r^ f[d'? (dO? (da? 
5 / | +? + dt. 

da y dt | dt dt 


Ache o comprimento de arco da curva 


(r=5 
¡oe 
2= 31 


entre o ponto опісг = 0 e o ponto onde t = 1. 


SOLUÇÃO 
Neste caso dr/dt = 0, d0/dt = 2n, dzjdt = 3, е 
1 


A 1 
s=| 0 e sQxy + 3° = [ 10007 4 9 di 
0 "0 


m! 
= 1007? +9| dt=,/10077 + 9 = 31,56 unidades 
“0 


10.2 Coordenadas esféricas 

No sistema de coordenadas esferigas, o ángulo O representa exatamente 
o mesmo ángulo do sistema cilíndrico coordenado. Assim, 6 localiza um 
ponto P em um plano contendo о eixo z e fazendo um ángulo 8 com o eixo 
positivo x (Fig. 8). A distância entre Р e a origem O é representada pela letra 
grega p (lê-se: ““rá'”); assim p = |ОР|. Finalmente, o ângulo do eixo positivoz 
ao segmento de reta ОР é representado pela letra grega & (lê-se: `1”). As 
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coordenadas esféricas do ponto Р são por costume escritas na ordem (р,@.ф) 
e são geralmente escolhidas de modo que 


p>0. 0< 0 «2. e О<ф<т. 


Fig. 8 


Um ponto P com coordenadas esféricas (po. do. Pa) dista po unidades da 
origem: está localizado então em uma esfera de raio py com centro em O ( ig. 
9). O eixo z intercepta esta esfera nos “pólos norte e sul", e o plano xy a 
intercepta no "'equadoi Semicirculos cortados por semiplanos passando 
pelos pólos norte e sul são chamados meridianos e o meridiano que intercepta 
o lado positivo do eixox é chamado de meridiano princ ipal. Os ângulos 9a € do 
localizam P, na superfície da esfera mostrada na Fig. 9. A coordenada 
esférica &. que é chamada de longitude de Po, mede o ângulo entre o 
meridiano principal е o meridiano passando por Po. (Na superficie da Terra, o 
meridiano passando por Greenwich, Inglaterra, é designado como meridiano 
principal.) 

Circulos cortados na superfície р = p, por planos perpendiculares ao 
eixo z (logo são paralelos ao plano equatorial) são chamados paralelos e o 
ângulo medido do equador a um paralelo é chamado de latitude do paralelo 
(ou de qualquer ponto no paralelo) (Fig. 10). Observe que o ponto P, com 
coordenadas esféricas (po. Ө, bo) tem latitude (7/2) — фо: em outras palavras 
o ângulo do é o complemento da latitude de Po. Por esta razão dy é chamado de 
colatitude de Py. Por exemplo, a latitude de Boston, Massachusetts, é apro- 
ximadamente 42.49, então sua colatitude é aproximadamente 47,6º. 


Esfera de 
raio py 


Meridiano Equador 
principal — 


| Pólo Sul 


Fig. 9 
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Na Fig. 11, suponha que o ponto tenha coordenadas cartesianas (x, ж 
2) e coordenadas esféricas (р, Ө, $), O segmento de reta PO é paralelo ao ei: 
2, de modo que o ángulo ОРО é igual a 6. Como ООР € um triã 
retângulo, 


Polo Norte 


Colatitude 
Po 
Latitude 


Paralelo: 


Pólo Sul 


Q = (5.0.0) 


Fig. 10 


logo, r=psend. 


Portanto, podemos reescrever as equações 


x=rcos0 e y-rsenó 


como 


—psenócosÜü e  y-psenósen6. 
O triángulo ORP na Fig. 11 é um triángulo retângulo, de modo que 


JOR| = 

cosg=!==! = 2; logo. z = p cos q. 
ud N be 

As equagóes que acabamos de deduzir 


x = psen ф cos 0 
psen ġ send 
(= = p cos d, 


fornecem as coordenadas cartesianas de um ponto P cujas coordes 
cartesianas esféricas são (p, 9, ф). O argumento dado acima é aplicado se 
está acima do plano xy (exercício 38) e as mesmas equações são váli 
mesmo quando P está abaixo do plano xy. Em algumas aplicações de c: 
nadas esféricas, as condições p > 0, 0 = 8 < 2т,0 = ф «v são abando 
(p, 9, $) é subentendido localizar P em coordenadas esféricas sex, y ez 
dadas pelas equações acima. 

Como р é a distância entre Р = (х, y, х) е a origem O, 


Também, sex + 0, temos 
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Finalmente, зе р + 0, então 


Portanto, se escolhermos as coordenadas esféricas (р.0.ф) de modo que 
р > 0.0<0 < 2т,е 0 =< ф < т. temos as fórmulas 


tan 0 = 2 parax +0, 


ф = cos! = сов! Я - parap ão. 


1 Ache as coordenadas cartesianas do ponto P cujas coordenadas esféricas são 


EXEMPLOS 
(2.7/3. 27/3) e-marque o ponto P mostrando os dois sistemas coordenados. 


SOLUÇÃO 
Nesse caso temos р = 2, 6 = 7/3, e ġ = 27/3, de modo que 


2r 
х= psen $ cos U = 2 sen cos $ 


ER 


im т 
у = psen ф sen @ = 2sen usen 


A- 


peos d= 2 cos 020-3) =—1. 


II 
to 


Assim as coordenadas cartesianas de P são (3/2, 3/3, —1) (Fig. 12) 


Fig. 12 
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2 Ache as coordenadas esféricas do ponto Р cujas coordenadas cartesianas são 
(v3, —1, 2) e marque o ponto P mostrando os dois sistemas coordenados. 


SoLucAo 


Como tan 0 = y/x, temos 


* 
A 


й 
“a 


E) 
^ 


- 


&--i----- 
ү; 


Fig. 13 


Se fizermos 0 = 9<27. pegamos 


0 = 2л + (—n/6) = 117/6 = 330º. 


Nesse caso. 
po By + (1) +22 = 0/8 = 
е 
T NUN NT 
p 2/2 2 4 


Portanto, as coordenadas esféricas de P são (48, 117/6,7/4) (Fig. 13). 


3 Converta a equação ф = 7/4 de coordenadas esféricas para (a) coordenadas 
cartesianas e (b) coordenadas cilíndricas. 


SoLução 


з 
(a) x = рѕепф cos 0 = [senao cos 0 Ep cos 0, 


/2 
y= рзепфзеп 0 = (ven 7)pseno = S psenB, e 
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(N/2I2)p, podemos reescrever as duas primeiras equações 


Como z = 
como x = г cos $e y =z sen Ө. Das duas últimas equações temos 
х? + у? cos? 0 + z! sen? 0 = 2?(cos? 0 + sen? 0) = 2°. 


Assim, a equação em coordenadas cartesianas € É ca 


; temos 


então que o gráfico da equação é um cone circular reto. 


(b) Em coordenadas cilíndricas z” = 
(a) pode ser escrita como r* 


+ у; assim, a equação obtida no item 


4 Reescreva a equação do parabolóide x? + у? —z em coordenadas esféricas. 


SOLUÇÃO 
Nesse caso temos 


x? + y? = (posen ф cos 0)? + (p seng sen0)? 
= p! sen? d(cos? 0 + sen? 0) = p? sen? q. 


Assim, como z = p cos &, a equação x? + y? = z transforma-se em 


p?sen? ф = p cos $. 


Não perdemos nenhum ponto do gráfico cancelando р, obtendo p sen? p 
= cos é, pois a última equação é satisfeita parap = 0e ġ = m/2. Portanto, em 


coordenadas esféricas. o parabolóide tem a equacao 


psen? ф = cos ф. 


Conjunto de Problemas 10 


Nos problemas 1 a 4, ache as coordenadas cartesianas do ponto cujas coordenadas 
cilíndricas são dadas e marque esse ponto 


T (4,7/3,1) 2 (322.4) 3 (5,л/6,-2) 


Nos problemas 5 a 8, ache as coordenadas cilíndricas (г, 8,2) com rz 0е0=0 < 2m 
para o ponto cujas coordenadas cartesianas são dadas e marque esse ponto 


5 (40,1) 6 (—2,/3,—6,0) 7 (-3/3,3,6) 


a 12, ache as coordenadas cartesianas do ponto cujas coordenadas 
s e marque esse ponto 


Nos problema: 
esféricas são da 


9 (2.2/6,2/3) 10 (7,л/2,л) 11 (12, 57/6, 27/3) 


Nos problemas de 13a 16, ache as coordenadas esféricas (p,8,6) comp = 0, 0< 8 < 2m 
20= ф < т para os pontos cujas coordenadas cartesianas são dadas e marque esse 
ponto 


13 (0,—1,0) 14 (0,0,5) 15 (1,2, =3) 


Nos problemas 17 a 26, converta cada equação em uma equaçao equivalente (a) em 
coordenadas cilíndricas e (b) em coordenadas esféricas. Desenhe o gráfico da superfi- 
cie 


17 2=2x?+ y?) 18 x? +2 4х = 0 19 x=2 


4 (2,2,2) 


8 (11,—1) 


12 (mma) 


16 (0,0,0) 


20 y=,/3x 
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21 x 


1 23 xà. y! = 25 
26 x? + y! +22 62= 0 
Nos problemas 27 а 32, cada equação está escrita em coordenadas cilíndricas, Con- 


verta cada equação equivalente (a) em coordenadas cartesianas е (b) em coordenadas 
esféricas. Desenhe um gráfico da superfície 


24 х+2у=0 


do a= =” Т ы а= 
F 28 0 4 29 yx 
30 z= jr sen20 31 r=4c0s0 32 rcos 0 + 3rsenÜ 4-22 = 6 


Nos problemas 33 a 37 cada equacao está escrita em coordenadas esféricas. Expresse 
cada equação em uma equação equivalente (a) em coordenadas cartesianas e (b) em 
coordenadas cilíndricas. Desenhe o gráfico da superfície. 


33 p=2 34 0— n/3 35 psen —3 
36 р= 2соѕ ф 37 ф=п/3 


38 Mostre que as equações dadas па Seção 10.2 para conversão de coordenadas 
esféricas em cartesianas estão corretas mesmo que o ponto P esteja abaixo do plano 
ху. 

39 Converta р = sen 2 ф para coordenadas cilindricas. 


40 Considere a curva no espaço cuja equação é dada parametricamente em coordena- 
das esféricas por 


onde /", g' e h' existem e são contínuas 


de? (dy? (da? (dp? NER V 
(a) Prove que (5) + (2) + (5) = e + p? sen? ДЕ) ra 


di dt t 
[es 2 
d 


(b) Mostre que o comprimento de arco da curva entre o ponto onde? =a eo ponto 
onde t = b é dado por 


> fdp)? 40? doy? 
m E BE 
| JG) + р? sen a5) +p (8) dt. 


41 Ache o comprimento de arco da curva cuja equação é dada parametricamente em 
coordenadas cilíndricas por 


entrez = 0e: = ут. 


42 Um sistema de coordenadas cartesianas é estabelecido com a origem no centro da 
Terra, o lado positivo do eixo x passa pelo ponto onde o equador intercepta o 
meridiano e o eixo z passa pelo Pólo Norte. Considerando o raio da Terra como 
3,959 quilômetros, ache: 

(a) As coordenadas cartesianas de Nova York se sua latitude é 40,7º ao norte do 
equador e a longitude é 74,02º a oeste do meridiano principal. 

(b) As coordenadas cartesianas de São Francisco se sua latitude é 37,81º ao norte 
do equador e a longitude é 122,4º a oeste do meridiano principal. 

(с) O ângulo entre о vetor posição de Nova York e o vetor de posição de São 
Francisco. 

(d) A distância medida na superfície da Terra entre Nova York e São Francisco. 
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Conjunto de Problemas de Revisão 


Nos problemas 1 a 6, para o ponto dado P ache outro ponto Q que é simétrico ao ponto 
P em relação ao plano ou eixo dado 


3): plano yz = (5.6,3): eixox 
я P= (—1, 2.35 eixog 5 P=(3,—1, —5); eixoy 
7 Ache a distância do ponto P = (3, — 1, 6) (a) à origem, (b) ao eixo x, (c) ao plano xy, 


(d) ao ponto (2, —3. 7) e (e) ao ponto O que é simétrico em relação à origem ao ponto 


8 Use а fórmula da distância para mostrar que o triângulo de vértices Р = (1.3.3). 
=(2,2,1)eR = (3. 4, 2) éeqüilátero. Ache também as coordenadas do ponto onde 
as medianas do triângulo se interceptam. 
9 Use vetores para determinar se os pontos P 5, —10,9),0 = (71, —5, )eR = 
(11, 10, —9) sao colineares (isto é, pertencem à mesma reta). 
10 Use vetores para determinar se o quadrilátero com vértices P = (3,2, 5), О = (1, 1, 
1), R —(4,0,3) eS = (6, 1, 7) é um paralelogramo. 
11 Um vetor R faz um ângulo 6 com o eixox, um ângulo 7/4 com o eixo y e um ângulo 
T3 com o eixo z. Ache 8. 
12 SeP 2.3)e Q =(2,5,7) ache: (a) as componentes escalares do vetor А = Р 
(b) os co-senos diretores de À 


Nos problemas 13 a 30, calcule o valor de cada expressão usando 


B=3i+2j +k, С = 2+ 3) 
E=i¡+3j- F=31+5j+6k. 
їз A-3B«C 14 [20 -F| 
16 (E- F)C - (C- F)4 17 (34)-(F + E) 
19 E-(D x E) 20 B- (C x E) 
22 Ax(BxD) 23 (3+ B) x (A — B) 
25 A-(BxC) 26 (34 — D) x (Е 2C) 


27 O ângulo entre Се D. 

28 A componente escalar de С na direção de É. 

29 O volume do paralelepípedo cujas arestas são os vetores A, Be С. 

зо (AxB) (CxD — 

31 Os vetores A = i — 2] + 3E, B = 3 
destrógira? Por qué? 


j4cj-deC-2i43jformam uma trinca 

32 Ache a área do triángulo cujos vértices são А = ( 
= (—1,1,3} 

Nos problemas 33 а 40, ache a equação na forma escalar do plano satisfazendo as 

condições dadas. 

33 Contendo o ponto P = (1, 2, 3) e perpendicular ao raio vetor OBno ponto P. 

34 Contendo os três pontos (1, 7, 2) (3,5, 1) е (6,3, —1). 

35 Contendo o ponto P = (2,0, — 1) e perpendicular à reta que passa pelos pontos О = 
(3,4,4) e R =(-1,2, 1). 

36 A uma distância de 4 unidades da origem e perpendicular à reta que passa pelos 
pontos Р = (-2, 3, D) eQ = (-5, 1, — 

37 Contendo o ponto (4, 3, 1) e paralelo ao plano x + 3z — 8. 

38 Contendo os pontos (1, 3, 1) e (4, 6, —2) e perpendicular ao plano X + у — 2 = 
3. 

39 miso: o ponto (2, —1, 3) e perpendicular à reta x=31 + 5, y = 81 — 

== + d. 


4-1 (633) ес 


40 Contendo o ponto (1, 2, 10) e a reta 


3 P—(—32, – 1); plano xy 


Р = (1,2,5); plano xz 
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Nos problemas 41 a 48, ache as equações da reta (a) na Forma escalar paramétrica e (b) 
na forma simétrica para a qual valem as condições dadas. 
41 Contendo os pontos (5. 6, —4) e (2. —1. 1). 


42 Contendo o ponto (—1, 2, 3) e perpendicular ao plano —2x + 3y —z = — 1. 


43 Contendo o ponto (2, —3, —2) e paralelo à reta * 


44 Contendo a origem, perpendicular à reta de interseção dos dois planosx = у — 5ez 
= 2y — 3, e cortando a reta de interseção dos dois planos y —2x +1 е z= 
+2, 


45 Formada pela interseção dos dois planos2x + y —z — 1 e x у + 32 = 10. 

46 Contendo o ponto (3, 6, 4) paralelo ao plano x — 3y + 52 — 6 = 0, einterceptando o 
eixo z. 

47 Contendo o ponto (2. 1. 4) e perpendicular ao eixo x e ao eixo y. 


48 Contendo o ponto (2, —1, 4) e perpendicular àsretas x = 5t + 1, у= —3 2 
=t-2e y=2t= l, уе +l, z= Ё 


49 Ache a distância do ponto (2, —3, 4) ao plano 2x — 2y + z = 


to 


50 Ache a distância entre os dois planos paralelos x — 2y + 
DA 


5: 


Mostre que as retas 


99 —97 50  —101 99 


interceptam-se е ache a equação do plano contendo as duas retas. 


а z- А " 
220 2-2 de uma reta, como você faria para 


52 Dada a equação. 
a b é 


achar diversos pontos desta reta? 


53 Ache a distância entre as duas retas X — y + 


z—1 


54 SejaP um ponto variável de uma primeira reta no espaço e seja Q um ponto variável 
de uma segunda reta no espaço. Se M, e My são vetores direção para a primeira e 


segunda reta, respectivamente, mostre quea quantidade (И, x My) · РО perma- 
nece constante à medida que P e Q variam. 


= MS 


PA #=э 


do bo Co а b, сү 


x 
55 Mostre que as retas 


encontram-se no espaço se e somente se 


а bo £o 
4 b 
Sr MU LO Б 


SISTEMAS COORDENADOS E VETORES NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL 


anha que À é um vetor dado não-nulo, que X é um vetor desconhecido mas o 
= A: X e o vetor B = А x Y são ambos conhecidos. Mostre que X é 
inado pela equação 


> a + AxB 
Х=-——;А--——. 
pa IER 
tão: Comece desenvolvendo À x B). " 
um vetor nào-nulo e À x X = A x Y, podemos "cancelar" e concluir que X = 
plique. 


ios 59 e 60, ache F (t), F'(t) е Т\Р. 


E-. 


io rk 


it) = tan ( «ue (tan t)j + tan (1 3 


problemas 61 e 62, considere uma partícula P movendo-se com a equação de 

ento dada. Ache (a) o vetor velocidade V, (b) o vetor aceleração A, (c) a 
dade v, (d) o vetor tangente unitário Т, (e) о vetor normal Ñ, (f) o vetor binormal В 
istáncia percorrida pela partícula ao longo de seu trajeto entre o instante t = Qe t 


= (3 cos 2лї)ї + (3 зеп 2л1)/ + 2ik. 62 К = (е“ cos t)i + (e? sent)j + e*k 


roblemas 63 а 66 ache (a) V, (b) v, (c) À, (d) T, (е) V x À, (D к, (g) Ñ, (h) B, G) dA/dt 
para cada curva no espaço xyz. 


=d+Pj+ Pk 
ati + bj + ck, onde a, b e c são constantes. 
R = (sent cos t)i + (sen? t)] + (cos 1)E 

= (tsen ti + t(cos t)j + tk 


Uma partícula move-se de acordo com a equação de movimento Ё = F(/). Desen- 
olva e simplifique as seguintes expressões: 


Desenhe a curva z = cos (т y) no plano yz. 
5) Desenhe o cilindro com geratrizes paralelas ao eixo x, e com diretriz igual à 
curva do item (a). 
2) Escreva a equação do cilindro do item (b). 
a equação da superficie de revolução gerada pela rotação da curvaz = Mx — 
3) em torno do eixo x. A curva está no plano xz. 
“Ache a equação do гого (superfície com a forma de uma câmara de pneu) que é 
gerado quando o círculo y? + (х — a)? =r? (а > г > 0) no plano xy é girado em torno 
do eixo y. Desenhe a superficie. 
Achea curva geratriz no planoxz e o eixo de rotação da superfície de revolução у? + 
_ 2® =e, Desenhe a superficie. 
2 Achea equação da superfície de revolução gerada pela rotação da cardióider = 1 — 
cos 8 no plano xy em torno do eixo x. 


Nos problemas 73 а 78, identifique e desenhe um gráfico para cada superfície quádrica. 


B x + 4у2 + 422 = 16 74 х? + Ду? + Az? = 16х 75 х2 +22 4+ y 
Je 9x? + 2 


у 77 3 -24+9x*=1 78 y —249x*= 


Б Uma superfície quádrica tem uma equação da forma Ax? + By? + Cz = 0. Identifi- 
que a curva se cla contém os pontos (3, 5, 8) e (4, —2, —6). 
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80 Uma superfície quádrica tem uma equação da forma Ax? + Ву? + Cz? = Ге contém 
os pontos ( . 1) e (3. 0, 0) e (1, —1, —2). Identifique a superfície. 

81 Descreva е desenhe a superfície cuja equação em coordenadas cilíndricas é (a) 

(b) 0 = 2/6; (c) г =sen 8. 

82 Descreva e desenhe a superfície cuja equação em coordenadas esféricas é p = 
5 cos ф. 

83 Ache a equação em coordenadas cilíndricas da superfície obtida pela rotação da 
curva f(x) no plano xz em torno do eixo z 

84 Ache o comprimento de arco da curva cujas equações paramétricas em coordena- 
das esféricas são p = 12,6 = т/6,ф = tà medida дие; varia no intervalo (0, v5). 

85 Converta a equação p? sen 2ф = 4, em coordenadas esféricas, em coordenadas 
cartesianas e desenhe o gráfico da superfície. 

86 Ache a distância medida na superfície da terra entre Honolulu, com latitude 21, 
31?N, longitude 157.87ºW e Chicago, com latitude 41.83° N, longitude 87,62ºW. 
Suponha que o raio da Terra seja 3.959 quilômetros. 


ТАЛЕ 


DEFINIÇÃO 1 


Calcolo 3 


FUNÇÕES A VÁRIAS 
VARIÁVEIS E DERIVADAS 
PARCIAIS 


Nos capítulos anteriores trabalhamos exclusivamente com funções de 
uma única variável real; contudo, há situações práticas nas quais a função 
depende de diversas variáveis. Por exemplo, a fregüéncia de um circuito 
sintonizador epende da sua capacitância, da sua indutância e da sua resis- 
tência; a pressão de um gás depende de sua temperatura e de seu volume; a 
demanda de uma mercadoria pode depender não apenas de seu preço, mas 
também dos preços dos artigos similares, da renda média e do momento; o 

oder aquisitivo de uma pessoa depende não só de seu salário mas também de 
eras deduções especificadas e do número de dependentes; e assim por 
diante. 

Neste capítulo estudaremos funções de mais de uma variável, veremos 
que os conceitos de limite e continuidade são aplicáveis para tais funções e 
investigaremos suas derivadas * “parciais” - Regras da cadeia serão também 
desenvolvidas para funções a várias variáveis. Neste capitulo também está 
incluído um estudo das derivadas direcionais, planos tangentes е retas nor- 
mais a superfícies, e máximos e mínimos de funções a várias variáveis. 


~ ж а sz . 
Funções a Várias Variáveis 
Um cilindro circular reto, fechada nas extremidades, com base de raio r 
e altura A, tem a área da superfície total S dada por 
S = 2nrh + Imp? 


Dizemos entào que a variável (dependente) $ é uma funcáo a duas variáveis 
(independentes) r e A, e escrevemos 
Lie 


Sz FA). 
Por exemplo, ser = 11 стей = 5 cm, então 
S = f(11,5) = 2д(11)(5) + 27(11)? = 3527 cm? 


Procedendo com um certo formalismo, temos a seguinte definição. 


Função a duas variáveis A 
Uma função real f a duas variáveis reais é uma relação que transforma 


em um único número real z cada par ordenado (х,у) de números reais de um 
certo conjunto D, chamado de domínio da função. Se a relação f transforma 
no número real z o par ordenado (x,y) em D, então escrevemos 2 = ftx,)). 
Na equação z = f(x,y), chamamos z de variável dependente e nos 
referimos a x e a y como variáveis independentes. O conjunto de todos os 
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dominio D 


Fig. 1 E 


valores possíveis de z, que pode ser obtido aplicando a relação f aos pares 
ordenados (х,у) em D, é denominado imagem da função f. 

Definimos o gráfico de uma função f a duas variáveis como sendo o 
conjunto de todos os pontos (x,y,z) no espaço cartesiano tridimensional, tal 
que (х,у) pertence ao domínio De de fe z = f(x,y). O dominio D pode ser 
representado através de um conjunto de pontos no plano.xy e o gráfico de f 
como uma superfície cuja projeção perpendicular ao plano xy é D(Fig. 1). Na 
Fig. 1, o ponto indicado como (х,у) é na verdade (x,y,0); contudo, a terceira 
coordenada foi propositalmente omitida. Observe que quando o ponto (x,y) 
varia em D, o ponto correspondente (x,y,z) = (х,у, х,у) varia sobre а 
superfície. 


Esboce o gráfico das funções a duas variáveis dadas abaixo. 


A função f cujo domínio D é o disco circular consistindo em todos os pontos 
(х,у) tais que x? + у? = 1 e que está definida pela equação 


SoLUÇÃO 

Um ponto (x,y,z) pertence ao gráfico defse, e somente se. z = х,у); isto é, z 
=v1-=x* . Acondiçãoz = 1 — € equivalente às duas Condições 
= 1. Deste modo, o gráfico consiste na posição da esferax? 
1 sobre o plano xy (Fig. 2). 


A função f cujo domínio D é o plano xy e que está definida pela equação f(x, y) 
=1— x = (9/2). 


Fig. 2 
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DEFINIÇÃO 2 


EXEMPLOS 1 


2 Seg(x.y.2)= 


SOLUÇÃO 
O ponto (x.y.z) pertence ao gráfico def se, e somente se,z = 1 — x — (y/2): 
isto é, 2x + y + 22 = 2. Portanto o gráfico de f consiste num plano que 
intercepta os eixos nos pontos (1,0,0), (0,2,0) e (0,0,1). Uma porção deste 
plano, mostrando as interseções com os planos xy, xz е ут, está apresentada 
na Fig. 3. 

Embora o esboço de gráficos de funções a duas variáveis exijam maior 
cuidado do que o esboço de gráficos de funções a uma variável, a idéia básica 
é a mesma e a técnica estudada na Seção 9 do Cap. 15 — seções de corte, 
intersegóes. traços, simetrias e assim por diante — pode ser muito útil. 

As funções a três ou mais variáveis são definidas por uma extensão óbvia 
da Definição 1 como se segue. 


Fig. 3 


Videos 
Função a várias variáveis ж. 

Uma função real f а п variáveis reais é uma relação que transforma em 
um único número real w cada n-upla ordenada (x,,x2 хь) de números 
reais de um certo conjunto D, chamado de domínio da função f. Se a relação f 
transforma no número м a n-upla ordenada (+, Xs,Xy. . . ..x,) então escreve- 
mos W = х.х: Xy. 

Na equação w = fX 1.X2.Xz, + . Xn) chamamos w de variável dependente e 
nos referimos a Xy, х, X4, +. ., x, como variáveis independentes. O conjunto 
de todos os valores possíveis de и, que pode ser obtido aplicando a relação f 
às n-uplas ordenadas (xy .xs,xs, . . ..x,) em D, é denominado imagem da função 


Г. No cason = 2, w = х; х) é geralmente representada na forma z = fix,y) 


como na Definição 1. Nocasoden = 3.w = f(xix»x;) é representada рогу = 
= fixa). 


Sef'está definida por f(x, y) = 3x + 2y para todos os valores de x e y. encontre 
(a) 11,2) e (b) fisen t,cos t). 
SOLUÇÃO 
(а) £(1,2)= (3)(1) + (22) = 7. 
(b) físent,cos t) = 3 sent + 2 cos t. 
ху 
х +y)—z 
que апшат o denominador, encontre (a) g(2,3,7) e (b) g(sen £,cos 1,0). 


para todos os valores de x, y ez exceto aqueles 


SOLUÇÃO 

Q9) 

2 = = 

(a) 00.3.7) = 32 — 
sent cos t 


(bl alsen г, соѕ 1,01 = pc ул. Кар 


= sent cost. 


WRX 
Јом) = suber ficas 


EXEMPLOS 1 Encontre e esboce o domínio de f(x, y) = 


2 Determine o domínio de f(x, y, z) = 
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3 Se f(XpXpXa x) = х2 + xi хі +++ х2 рага todo valor in- 
teiro de x, xs, X3, ..., Xn, encontre 1,2,3,....1). 


SOLUÇÃO 
Usando a fórmula para a soma dos quadrados sucessivos (Cap. 6, Seção 1), 
temos 


^ On 1 
FLA oun] E E A y ig "e DO I: ) 
k=1 


Se uma função f'a várias variáveis está definida por uma equação ou ита 
fórmula, então (a não ser que esteja estipulado o contrário) entende-se por 
domínio de fo conjunto de todas as n-uplas de variáveis independentes para 
as quais a equação ou fórmula admitem resposta. 


SoLucAo 

O dominio de f consiste em todos os pares ordenados (x,y) para os quais x* — 
y! = 4 е y = 0. Este é o conjunto de todos os pontos que estão no interior da 
região limitada pelo círculo x? + у? = 4, exceto aqueles que estão sobre o eixo. 
dos x (Fig. 4). 


х2 ty &4,у 50 
esta parte 

do eixo dos x 
está excluida 


Fig. 4 


sen 
x+y’ 


SOLUÇÃO 
Visto que sen”? z está definido somente quando ІД = 1, o domínio de 
consiste em todos os ternos ordenados (x,y,z) tais que x + y + 0 e |z| = 


1.1 Campos escalares 

Vimos que uma função f a duas variáveis independentes pode ser: 
derada através do seu gráfico, que é uma superfície no espaço На 
segunda maneira de representar tal função, que, рага alguns fins, ё 
sugestiva que usar seu gráfico; a saber, a função f é considerada um 
escalar num domínio bidimensional D como se segue: O domínio D é: 


— Zo = ку) zado como um conjunto de pontos (х,у) em uma certa região do plano. 


cada ponto (x,y), nesta região, está associado um escalar corre: 


Jix, y) pela função f (Fig. 5). O valor do escalar f(x,y) correspondente. 
(х,у) do domínio D está apresentado pela Fig. 5 como uma ** 
fincada no ponto. Como o ponto (x,y) move-se no interior da região 
“bandeira” desloca-se com ele e o número f(x,y) nela indicado 

O escalar f(x, y) associado ao ponto (x,y) pode representar, рог 


a temperatura em (x,y), ou а pressão atmosférica em (х,у), a 
Ruine 3), a intensidade do campo magnético em (x,y) e assim 
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Fig. 5 


Na Fig. 6, suponha que f[x, y) dé a temperatura em graus F no ponto com 

coordenadas cartesianas (x,y). onde x e y estão medidos em milhas. Seja f(x,y) 

= 80 — (x/20) — (y/25). 

(a) Encontre a temperatura no ponto (60,75). 

(b) Encontre a equação da curvaao longo da qual a temperatura tem um valor 
constante e igual а 70ºF. 

(c) Esboce a curva do item (b). 


me 


x 


fy) 7 80 


TOPF constantes, 
ao longo 
desta reta 


П 1 n 1 
90 120 150] 180 210 


o 30 1 
Fig. 6 А 
NAVA De міш Еу 
SoLução 
60 75 
60, 75) = 80 — = — — = Е. 
(a) f(60,75) ni БЫ ТТЕ 


(b) A equação é }їх,у) = 70; isto é, 
80—-—— 


ou 5x 4- 4y — 1000. 
(c) A curva 5x + 4y = 1000 é uma linha reta (Fig. 6). 

Uma curva ao longo da qual o campo escalar tem valor constante (tal 
como a curva ao longo da qual a temperatura do exemplo anterior manteve-se 
com o valor constante de 70°F) é denominadacurva de nível do campo ou da 


função f que define o campo. A equação da curva de nível ao longo da qual a 
função 7 assume valor constante k é 


Гуј kac curva эй ial 


As curvas de nível para vários campos escalares recebem geralmente deno- 
minação especial dependendo da natureza do campo — isotermas para as 
NAP 
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curvas de nivel de um campo de temperatura, linhas egúipotenciais para 
curvas de nível de campo de potencial elétrico, e assim por diante. 

Suponha que por uma função f se estabeleça a altura z = f(x,y) de uma 
certa superfície 5 do plano ху no ponto (x.y). (S é então o gráfico da função f.) 
A interseção da superfície 5 com o plano horizontal z = k produz a curva С 
constituída por todos os pontos da superficie que estejam ak unidades acima 
do plano xy (Fig. 7). A projeção perpendicular da curva С sobre o plano xy 
resulta na curva de nível da função f. Tal curva de nível, cuja equação no 
plano xy é 


fix) k 


é denominada linha de contorno da superficie 5. Desenhando um certa 
número de diferentes linhas de contorno, cada qual identificada pelo próprio 
valor de k a ela associado, obtemos um mapa de contorno da superfície S 
(Fig. 8). Tal mapa de contorno facilita-nos a visualização da superfície como 


1 

1 

| 

| 

T 

| 

i 
CDa y)-k 


Fig. 7 4 


- X 
0 
Fig. 8 


se estivéssemos sobre ela. observando suas interseções com planos 
tais de alturas variadas. Se essas alturas são consideradas de modo: 
por iguais quantidades, então uma grande quantidade de linhas de 
sucessivas indica uma parte relativamente íngreme da superfície. 


Seja a superfície S dada porz = x? — y? + 20 рагах > 0. Desenhe as 
contorno para esta superficie correspondentes az = 10,2= 20; 
0. 


SOLUÇÃO 


Paraz = 0, obtemos 0 = x? — у? + 20, ou y? — х* = 20, que éa eqt 
hipérbole com eixo transverso vertical, Desde que x = 0, obt 
as partes desta hipérbole situadas no primeiro e quarto qua: 
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linhas de contorno paraz = 0. Para z = 10, obtemos 10 = x? — у°*+ 20, ой у°— 
«* = 10, outra hipérbole. Рага z = 20, a equação é 20 = x? — y? + 20, ou x = 
+y, duas retas passando pela origem. Prosseguindo deste modo, encontra- 
mos o mapa de contorno desejado (Fig. 9). 


4 
| 2 
Lo 
an 
o curvas de níveis de 
1=x— y 20 paras 0 
2} 20 
18 
al 1 > > 
«il 
E T 
009 
р N 
Iun 
sE 
Fig. 9 ч 
Conjunto de Problemas 1 
Nos problemas de 1 a 6, determine o domínio de cada função a duas variáveis e 
esboce o gráfico da função. ala 
1 Д(ху)у=х+у Раме 2 f(xy)-2x—3y-6 fue? 3 f(uy)-/A—3x? — 
4 f(x.y) 2x? + y? praga 5 f(xy) 2 3. /9—x*— y? 6 (к) = 1 xà + 
Шам) Ep] 3 Perlas lost 
Nos problemas de 7 até 20, calcule cada expressão, usando as funções f. geh 
definidas por 
e X gh 
7 f[(3,—4) 9 g(k,k) 10 g(a?,b?) 
(1) h(1.2,3) 13 f(/a.b) 14 q(sen 8,2 cos 0) 


17 f(x.y)-- g(x,y) 


(15) ње t, cos t, 0) 


18 љу) о) (I) uos a Ser + en 
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Nos problemas de 21 a 24, (a) especifique o dominio da função e (b) calcule fx, y) 
para os valores dados de x e y. 


2 fíx,y)=/x + y > —4, у= 16. 


з fiy) 


as =4y=-L 24 f(x,y) =senm? (2x + y; x= 1, 


ы 


25 Se f (xi хо. хз...) = X1 + X2 + Ху + + xo calculeesimplifique /(1,2,3,...,n). 


26 Encontre a função f tal que {їх,у) represente a área da superficie de um cone circular 
reto com base fechada se x é o raio da base e y a altura do cone 
Nos problemas 27 até 32, desenhe o mapa de contorno do gráfico de z = (х,у) 
mostrando as linhas de contorno correspondentes aos valores de z dados. 


27 ](%һ%ў)=3%Х+2у—1;2=—1,г2=(0 :=1,„ш=2 


29 f(x,y)=/1= (0) — (PB = 0, = 1,2 =3. 


31 /(ху)=х+у%;г=-1, 


- 33 O que significa quando as isotermas de um campo de temperatura tenderem а se 


aproximar umas das outras na vizinhança de um certo ponto P, = (хоук)? 

34 Uma pessoa está dirigindo a 50 quilômetros por hora da esquerda para a direita ao 
longo da reta у = 75, na Fig. 6. Qual a velocidade de variação de temperatura, em 
graus F, sentida pela pessoa se a temperatura no ponto (x,y) é dada por х,у) = 80 — 
(x/20) — (у/25)? 


- 35 Dado um mapa mostrando as isotermas de um campo de temperatura, explique 


como podemos obter o caminho, começando num ponto P», ao longo do qual a 
temperatura aumenta mais rapidamente. 
36 Procure as seguintes palavras no dicionário e explique como cada um dos termos se 
refere a curvas de nível de certos tipos de campos escalares: 
(a) linha isobárica 
(b) linha isoquimera 
(c) linha isóclina 
(d) linha isodinâmica 


2 Limites e Continuidade 


O conceito de limite estende-se facilmente para funções de duas ou mais 
variáveis. Por exemplo, afirmar que f(x,y) tende ao limite L ibam (х,у) 
tende а (хъ,уо) significa que o número f(x,y) pode estar tão perto do número L 
quanto se deseja pela escolha do ponto (x,y) suficientemente próximo do 
ponto (хуп), contanto que (х,у) + (xoyo). А notação é 


lim fixy)L ep Ша (и) 


[x Ea 


Como um exemplo específico, observe que 


" 1 
Ий. = 


(5,)>(0,0) /4 —=Xx*— y 


visto que 1//4 — х2 — y? aproxima-se de 1/2 quando o ponto (х,у) aproxima-se 
de (0,0). Na Seção 2.1 apresentaremos uma definição formal para o limite de 
uma função de duas variáveis: contudo, por enquanto, preferimos proceder 
informalmente. 

Através de argumentos semelhantes aos utilizados na Seção 7 do Cap. 1, 
podemos mostrar que todas as propriedades de limites de funções de uma 
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variável estendem-se às funções a várias variáveis: por exemplo, o limite da 
soma, diferença, produto ou quociente é a soma, diferença, produto ou 
quociente dos limites, respectivamente, contanto que esses limites existam e 
que os denominadores não se anulem. Temos, além disso, 


lim f(x)= lim f(x) e lim g(y)= lim g(y) 
хоху х=җ хехе узо 
xo 3-30 


contanto que lim fix) e lim g(y) existam. 
EE p 


Calcule os limites. 


lim [so +2xy— 
x>-1 
y=2 


SoLução 
Aplicando as propriedades dos limites para a soma e para o produto, temos 


lim 
й 
7 " = Зу? 
= lim 5x?y + lim 2xy — lim y 
хә-1 xa- X +) 
уз? +2 
3 lim y? 
der 
= 5 lim x? lim y +2 lim im p= 22 
x4) sí ej ШИ Hm 
y>2 y-22 $22 y>2 x>-1 si 
y-2 y-2 
s(-1Y ^ 3() 
= S(— 192) + 2(-1)2)— =-6, 
(- 1*0) + 2-09) - LE 
lim [e*6*=» 4 cos (3xy)] 
(x.y) (0.0) 
SOLUÇÃO 


lim — [e** 65^ *5 4 cos (3xy)] = 29919097 +01 4. cos [3(0)(0)] 
(у) (0.0) 
= e? + cos 0 = 2. 


No Cap. 1 observamos que o lim fix) existe se, e somente se, os limites 
laterais, lim_ f(x) elim Дх), existem e são iguais. Tratando com limite de 
ES 207 


umafunçãofa duas уагідуеіѕ, іѕіоё lim f(x,y), devemos supor que o pon- 
tvi a,d) 

to (x,y) se aproxime do ponto (a,b) nào apenas pela direita ou pela esquerda, 

mas também por qualquer outra direção (Fig. la). Podemos ainda supor que 

(х,у) se aproxime de (a,b) ao longo de uma curva (Fig. Ib). Dizer que 

lim — fix.y) = L significa que quando(x,y) tende a(a,b) por qualquer direção, 
Т] 

х,у) tende ао mesmo limite L. Portanto, um meio conveniente de mostrar 

que um particular limite lim fx,y)não existe é mostrar que f(x,y) tende a 

Grana.) 
dois limites diferentes quando (x,y) tende a(a,b) por duas direções diferentes. 
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N "al (y) 
= — 
[ЯТУ 
(a, b) 


(a) (b) 


2x?y 


EXEMPLOS 1 Seja fa função definida por f(x, y) = 


(a) Calcule o limite de f(x,y) quando (х,у) tende а (0,0) ao longo de cada um 
dos seguintes caminhos: (i) eixo dos x, (ii) eixo dos у, (iii) areta y — x, (v) 
a parábola у = x°. 
(b) O limite ia lim, En existe? Em caso afirmativo qual o seu valor? 
HO, 


SOLUÇÃO 
| 20) 
(а) (i) Sobre oeixo dosx, у = 0еЙх,у] = fix,0) = 32+0 =0 parax #0. 


Portanto, lim f(x,0)= lim 0 = 0. 


x0 x-ü 
: a mojo ADE = 
(1) Sobre o eixo dos y, x = 0e f(x,y) = /(0.») = se 0 para y #0. 
0+3y 


Portanto, lim f(0, y) = lim 0 = 0. 
5-0 yon 
Dx He к 


(iii) Sobre a reta y = x, х,у) = Ќх,х) = 3a Tu para 


ез pM 
x +0. Portanto, lim f(x,x) = lim 7 — 0. 
х0 x0 


(iv) Sobre a parábola y = 22, f(x,y) = fixa?) = з. 


2х 
ara x +0. Portanto, lim f(x,x?) = lim 5 =0 
E х=0 A ! 2293 3x? 


(b) Ao longo de todos os caminhos do item (a), o limite é o mesmo, zero. 
Embora para algum outro caminho o limite possa nào ser zero, a evidén- 
cia leva-nos a suspeitar de que o limite é zero. Nossa suspeita é confir- 
mada a seguir: Para x? + у? £ 0, 

= (x? + у?)|у|; daí, 


x? « х? + y?, assim x? |. Segue quei 


2ҳ2у 


3x? + 3у? 


|/(%у)| = 


sa 2 х?|у| 2 
= EB. sit. 


Portanto, quando (х,у) aproxima-se de (0.0), f(x, y) pode aproximar-se de 
0, visto que |f(x,y)| não é maior do que ?/s |у}, que se aproxima de 0. 
Segue-se que 


2x?y 
lim - 
091-0:0) 32 + Зу? 
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2 Utilizando os mesmos dados do Exemplo 1, calcule o limite de f(x,y) quando 


SOLUÇÃO 
2 


(a) (i) Sobre o eixox, y =0ef (х,у) = f(x,0) Bo =] para 
arp 


x #0. Portanto, lim /(x,0)= lim 1 = 1. 
x-0 x0 


(ii) Sobreoeixodos y. x = 0e f(x,y) = A0,y) = Le =-—1 para y %0. 


Portanto, lim f(0, y) = lim (—1) = — 1. 
y-0 y-20 


E 
(iii) Sobre a reta y = x. flx,y) = fix.x) = сч = 0 para x + 0. 
x" + x 


Portanto, lim f(x.x) = lim 0 = 0. 
É x-0 


(iv) Sobre a parábola y = x?, Дх,у) = fx?) = 


x * 0. Portanto, lim f(x, x?) = lim 5 
x20 xo 1 +X 


(b) Visto que os limites (i) e (ii) são diferentes, o limite lim fx,y) nao 
ГЕТЕ 


existe, 
O exemplo seguinte mostra que f(x,y) pode aproximar-se do mesmo 
limite quando (х,у) aproxima-se de (a,b) ao longo de qualquer reta passando 


por (a,b) e ainda lim х,у) pode não existir. 
(ado 


Seja fa função definida por 


Ру) = 
| 0 sex 0). 


(a) Calcule o limite de:f(x.y) quando (x,y) tende a (0,0) ao longo da reta y = 


mx. 
(b) Calcule o limite de f(x, y) quando (х,у) tende a (0,0) ao longo da parábola x 


(c) Existe lim  fx,y)? 
» 


садо! 


SOLUGÁO 


1 
(a) Sobre а reta y = mx, fíx,y) = fix,mx) = (x + Al (mx)? рагах # 0, ou 
х 


seja lim f(x, mx) = lim (x + 1/x)(mx)? = lim (т2х° + m?x) = 0. 
x0 x0 хәб 
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1 
(b) Ao longo da parábola x = y?, f(x,y) al + a” para y É 0, 


assim lim f (y^, у) = lim b + 2) 2 = lim (y4+1)=1. 


320 y>0 y y-0 
(c) Visto que os limites nos itens (a) e (b) são diferentes, lim f(x,y) não 
(ый-мо,о› 


existe. 

As definições e propriedades dos limites são facilmente generalizadas 
para as funções a três ou mais variáveis. Por exemplo, se o número f(x,y,z) 
aproxima-se do número L tanto quanto desejarmos pela escolha de um ponto 
suficientemente próximo de (xo,Yo,20), mas diferente do mesmo, escrevemos 
então 


lim flxsz)=L ou limf(xyz)-L 


УЕ] x 


2.1 Definição formal de limite para funções a duas variáveis 
A definição formal de limite para funções a duas variáveis segue o 
moo da definição de limite de funções a uma variável vista na Seção 1.1 do 
ap. 1. 


Limite de uma função a duas variáveis 

Seja f uma função a duas variáveis e seja o ponto (XY) no plano ху; 
Suponha que existe um disco circular e com raio positivo, de modo que 
qualquer ponto do interior do circulo, exceto possivelmente o centro (Xo.Yo), 
pertença ao dominio de f. Dizemos então que o limite quando (x,y) tende a 
(xg, yo) ё O número L, e escrevemos 


[I хохо 


y- vn 


lim f(x.) = L |= lim f(x. y) = 24 


contanto que. para cada número positivo e, exista um número positivo 5 tal 
que | х,у) —L| < e para qualquer (х,у) + (х,у) e a distância entre (x,y) e 
(Xu Yo) Seja menor que 8. 

A condição dada nesta definição pode ser apresentada da seguinte 


forma: Para cada є > 0, existe ё > 0 tal que 
0 < (x — xo + (y — yo < &? implica [f(x y) = L| & e. 


Mostre que lim (3x + 2y) = 7 por aplicação direta da Definição 1. 
11 
pen 


SoLução e 
Seja s > 0 dado. Precisamos encontrar 8 > 0 tal que |3x + 2y — 7| < e sempre 
que 0 < (x — 1? + (y — 2)? < à?. Agora, 


[3x + 2y – 7[= [3х — 3 + 2y — 4| < |3x — 3| + |2y — 4] 
sB- 1) + 12(y —2)| x 3x 1+ 21у -2E 
daí, se 3|x — 1|<e/2 e 2|y — 2| < 2/2, então 


e e 
|3х+2у—7|<3|х—1]+2|]у—2|<;+= 
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A condição 3Ẹx — 1| < є/2 é equivalente a 9(x — 1)? < e*/4, ou a(x— 1)#< 
є*[36, enquanto a condição 2|y — 2] < в/2 é equivalente a 4(y — 2)* < e*/4, oua 
(y — 2? < 82/16. Portanto, se (x — 1)? < e2/36 e (y — 2)? < e*/16, teremos |3x + 
2y — 7| < e. Assim, escolhemos 8 = ғ/6 e note que se 


0 < (x — 1)? + (y – 2)? < ô? = e?/36, 

entào 
SE. 
36 


(х= 1? (x—1? + (y — 2)? е (y-2» < (х 1) + (у -2 <2 <7; 


daí, (х— 1)? < 22/36 e (у – 2)? < 22/16, ou seja |3x + 2y —7| < € 


2.2 Continuidade 
A definição de continuidade para funções a uma variável pode ser 
facilmente generalizada para funções a várias variáveis. Por exemplo, para 
funções a duas variáveis temos a seguinte definição. 
DEFINIÇÃO 2 Continuidade de uma função a duas variáveis 
Suponha que f' seja uma função a duas variáveis e que o ponto (х,у) seja 
o centro de um disco circular de raio positivo contido no domínio de f. 
Dizemos que f é continua em (хоу) se 
(i) lim — f(x. y) existe 
NELLE] 
(ii) lim — f(x, y) = f(x0 yo). 
txr) (xo. Yo) 
EXEMPLOS Verifique se as funcóes dadas sáo contínuas nos pontos indicados. 
1 f(x,y) = 3x? + 2xy em(—1,3). 


SOLUCAO 
Das propriedades de limites, 


lim (3х2 + 2xy) 2 3(- 1? + 2(-1)6)= —3 = f(-1,3) 


(ayi 1,3) 


logo f é contínua em (—1,3). 


se (x, y) # (0,0) 


em(0,0). 
0 se (x, y) = (0,0) 


SOLUÇÃO 
Ao longo do eixo x se temos, 


[0 sexo ou seja lim f(x,0) = 0. 
lo sex = 0, pan 


Sy) = f(,0) = 


Ao longo da reta y — x, temos 


2 sexz 0 . 
ind ou seja lim f(x.x) = 2. 
Ое, xod 


fe) = х) = 


Dessemodo, lim f(x) não existe e, por conseguinte, fnão é contínua 
(ar, 240,0) 


em (0,0). 
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Seja D um conjunto de pontos no plano xy. Um ponto (хо,уџ) será 
denominado ponto interior a D se existir um disco circular de raio positivo e 
centro, em (хоу), contido em D (Fig. 2). Por outro lado, um ponto (a,b) será 
denominado ponto-fronteira de D se qualquer disco circular de raio positivo 
com centro (a,5) contiver, pelo menos, um ponto pertencente a D e pelo 
menos um nao pertencente (Fig. 2). Nào se exige que um ponto de fronteira 
(a,b) pertença ao conjunto D. Um conjunto D é aberto se ele não contém 
nenhum de seus próprios pontos-fronteira, enquanto que o mesmo conjunto 
D édito fechado se ele contém todos os seus pontos-fronteira. (Esta termino- 
logia é sugerida pelo conceito de intervalos abertos e fechados.) 


(at. um ponto de 
fronteira de D 


(хауа) um ponto 
Fig. 2 interior de D 


Note que a Definição 2 aplica-se apenas à continuidade de uma função 
em um ponto interior de seu domínio. Uma definição modificada de continui- 
dade, que nào será fornecida aqui, é necessária para a continuidade de uma 
função em um ponto na fronteira de seu domínio. Naturalmente, uma função 
é denominada contínua se ela é contínua para qualquer ponto de seu domí- 
шо. 

Para demonstrar que um conjunto D de pontos em um plano é aberto, é 
necessário mostrar que qualquer ponto em D é ponto interior (problema 38). 


Mostre que o domínio da função / (x. y) = é um conjunto aberto. 


Esboce o domínio de fe prove que ela é contínua. 


SOLUÇÃO 

O domínio de f consiste em todos os pontos do plano xy exceto os que 
pertencemáreta у = x (Fig. 3). Suponha que (х,у) seja um ponto no domínio 
D de f, ou seja (xo, yo) não pertence à reta y = x. Sed é a distância de (Xo»yu) à 
reta у = x, então qualquer disco circular de raio r com 0 < ғ < d está contido 
em D; dai (xo,yo) está no interior de D. Segue pois que o dominio D é aberto, já 
que, рага xo % Yo. 


lim 
(х) бозро) 


conclui-se que f é contínua em qualquer ponto (xo»,) de seu domínio. Por- 
tanto f é uma função contínua. 

As funções a duas variáveis têm muitas propriedades, relacionadas com 
a continuidade, análogas às das funções de uma só variável. 


Propriedades da continuidade para funções a duas variáveis 
Suponha que (xo. y) seja um ponto interior aos domínios das funções fe g 
a duas variáveis e suponha ainda fe g contínuas em (хоу). Então: 


1 Щх,у)= /(х.у)+ g(x,y) é contínua em (хо, yo). 


2 k(x, y)= /(х,у)— g(x,v) é contínua em (хо. yo). 


w 


р(х, у) = f(x. y)g(x. y) é contínua em (хо, yo). 
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4 Se g(Xo. yo) # 0. entáog(x, y) = fy) 

a(x, y) 

5 Se w é uma função a uma variável que é continua e está definida no 

ponto fixo,yo) e зе (xy.v») É ponto interior ao dominio de v(x,y) = 
w[fix.y)]. então v é contínua em (ху). 


é contínua em (хо, yo). 


Quais os pontos interiores ao domínio da função и definida por 
u(x,y) = УГ —x* = y? In (x + у)? и é contínua em tais pontos? Esboce o 
domínio деи. 


SoLução 

A expressão V | — x° — y*é definida apenas para 1 — х? — у? = 0, isto é, para x? 
+ y'x 1. A condição х? + у? = 1 é verdadeira quando (x,y) está sobre ou no 
interior do círculo x* + у? = 1 de raio | e centro em (0,0). À expressão In (x + 
y) é definida apenas para x + y > 0, ou seja, apenas quando o ponto (х,у) está 
acima da reta cuja equação é x + у = 0. O domínio de u é portanto a região 
sombreada na Fig. 4, dentro ou sobre o círculo x? + y? = 1, mas acima da reta 
X y — 0. Os pontos interiores deste domínio são aqueles que não estão sobre 
o círculo (nem aqueles sobre a reta x + y = 0). Visto que a função raiz 
quadrada é contínua, a função f definida por flx,y) = N/1— x 2 ё contínua 
no interior do círculo x? + y? = 1, pela Propriedade 5. Analogamente, а 
função g definida por g(x,y) = In (x + у) é contínua acima da reta x + y = 0. 


Fig. 4 


Pela Propriedade 3, a função u(x,y) = f(x,y) g(x,y) é contínua para todos os 
pontos interiores a seu domínio. 

As definições e propriedades das funções contínuas são facilmente gene- 
ralizadas para funções a três ou mais variáveis. Naturalmente, toda função 
polinomial a varias variáveis é contínua. Além disso, a razão entre tais 
funções polinomiais — isto é, uma função racional a diversas variáveis — tem 
domínio aberto e é contínua para todo ponto de seu domínio. Por exemplo, a 
função f definida por 


Sx yg? — 7ху°т + х2у?г — x + 12y + 1984 


(хз) = 25x yz — 37х + 15у— 2433 


é contínua em todo ponto (x,y,z) para o qual o denominador é não-nulo. 
Grosseiramente falando, qualquer função construída de um '“modo razoá- 


vel” a partir de funções contínuas é contínua em todo ponto interior ao seu 
domínio. 
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Conjunto de Problemas 2 


Nos problemas de 1 a 8, calcule o limite 


1 lim (5х2 + 3xy) 2 lim (sen2x +sen 2y) 3 lim (srt) sec 5xy) 

(alo. 2) "— (370.0) 
A & Tim Ses бозу 6 lim [x+3y] 

(0.0 I (x + Зу + е) 30 8 73e" Gyrt- 12 

3>0 
2 — 2 2 Я і 

n E E 8 lim sn 

try 4 bodegas AGIA 

2 

2>0 


Nos problemas de 9 a 14, (a) calcule o limite de f(x,y) quando (x,y) tende a (0,0) ao 


longo de cada um dos caminhos indicados em (i), (ii), (ii) e (iv), e (b) determine lim 
fix, y), se existir. 057 


5xy? 
э jw D= dx quando (xy) tende a (9,8) C) ao Yongo do dxo dos x, V) ао 


longo do eixo dos у, (ii) ao longo da reta y = 5х, (iV) ao longo da parábola y = x*. 


= за quando(x,y) tende a (0,0) (i) ao longo do eixo dos х, (ii) ao 


longo do eixo dos у, (iii) ao longo da reta у = 10 x. (iv) ao longo da curva y = х^. 


11 f(x,y) = == = quando (x,y) tende a (0,0) (i) ao longo do eixo dos х, (ii) ao 
longo do eixo dos y, (iii) ao longo da reta y = x, (iv) ao longo da reta y = mx. 
3ty* Р 
12 f(xy)- (yp quando (x,y) tende a (0,0) (i) ao longo do eixo dos x, (ii) ao 


longo do eixo dos y, (iii) ao longo da reta y — 


» (iv) ao longo da curva y = 


1 
13 у) (едка E Lec sies DU КӘ Tong 
sey=0 
eixo dosx, (и) ao longo dos у, (iii) ao longo da reta y = x?, (iv) ao longo da curva 
DE 
1 
14 оу) = [y 98 (0) 8270 quando(x,3) tende а (0.0) G) ao longo do eixo 
x sey=0 


dosx, (ii) ao longo da reta y = 2x, (iii) ao longo da parábola y = x^, (iv) ao longo da 
curva y = 542, 


Nos problemas 15 a 16, prove cada afirmação pelo emprego direto da definição de 
limite, isto é, mostre que, para cada e > 0 dado, existe um à > 0, de modo que as 
condicóes da definigáo se mantenham. 


15 lim (Sx+3»)=13 


ay, 


16 lim (—x+2y)=8 
x4 


3-2 
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17 а 24, verifique se à função é contínua no ponto indicado. 


ta. 
| 5 += + en(-3,4) 18 f(x y) = e^ In (x? — 2y + 7) em(0,0). 
| ху 1 
mm | ра PEE шз). 0 Гез) rr em(0,0,1) 
3 Е i 
1 ве y = 2x 


ИЕ NE 
E- amm | эз Му) = 2 em(00). 
EE Pê sley) (00) 
»- +y 
0 sex=0 


1 
(x y) sen зех #0 z 
as de 25 a 35, (a) esboce um diagrama representando o domínio ae 
по plano xy, (b) especifique que pontos do domínio são pontos interiores e 


em (0.0) 24 f(x,y)= em(0,0). 


0 se(x, у) = (0,0) 
em quais pontos interiores ao domínio a função é descontinua. 


Еше. 26 g(x,y)=sen! (2х + y) 


2 


Ax*- у 
нку) = P 28 Р(х,у) 2 (ху — 2) 


29 f(x.y) 30 Н(х, у) = 18 (x? + y?) 


ЗІ f(x.y)- 32 G(x у) = sen” 8 


x- 2 2 
—— sex, y) + (0,0 Ax? + 9y? sedx?+9y?<1 
O {хуу NAO "TW 
0 se (x, y) = (0,0) [RESTA se4x? + 9у* > 1 
F х2 + у? sex+y>4 
35 х,у) = io У iR 
sex? + py? «4 


236 Prove que o limite da soma é a soma dos limites para funçõesa duas variáveis. Usea 
definição formal de limite em função de e e 3 e estabeleça claramente que suposi- 
ções são necessárias. 

237 Defina formalmente uma definição em função de e e 8, para a expressão 


lim flanz)=L 


[E 


738 Prove que um conjunto de pontos D no plano xy é um conjunto aberto se e somente 
se todo ponto em D é um ponto interior de D. 


3 Derivadas Parciais 


As técnicas, regras e fórmulas desenvolvidas no Cap. 2 para diferenciar 
funções a uma variável podem ser generalizadas para funções a duas ou mais 
variáveis, considerando-se que uma das variáveis deve ser mantida constante 


e as outras diferenciadas em relação à variável remanescente. 
Por exemplo, considere a função f a duas variáveis dada por 


Гоу) = x? + 3xy — 47 
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А Consideremos, temporariamente, a segunda variável y como constante e 
diferenciemos em relação à primeira variável x. Por conseguinte, visto que y é 
constante 


daí, 


й 1 
7660) = 
dx d 


а 
ix^ 


A fim de enfatizar que apenas x pode variar, ou seja, que y deve ser 
mantido constante quando a derivada é calculada, é usual substituir-se o 
simbolo d/dx por à/àx. (O símbolo à é chamada d round" .) Portanto, da 
equação acima, teremos 


—/(х,у)= x (x? + 3xy — 4y?) = 2x + 3y. 
63 


A derivada calculada em relação a x enquanto у é mantido temporaria- 
mente constante é denominada derivada parcial em relação а x, e ðfðx € 
chamado de operador derivada parcial em relação а x.. Analogamente, se 
desejarmos manter a variável x fixa e diferenciarmos em relação a y, usamos o 
símbolo à/ày. Desse modo, para a função f definida por f(x.y) = х? + 3xy = 
4y?, temos 


х? + 3ху — 4y? A 
y s 4) ду 


ey (а) 5-033) +3 (—4) 


= 0+ 3х — 8y = 3x — 8y. 
Formalmente, teremos a seguinte definição. 


Derivadas parciais de funções a duas variáveis 
Se Ге uma função a duas variáveis e (х,у) € um ponto no domínio de 


então as derivadas parciais © f(x) e 910%) de fem (x.y) em геа д 
ôx ду 
primeira e à segunda variável são definidas por 


af (x. 


f(x Ах, у)— f(x y) 
m Ax 


fé y + Ay) - f(x.) 
Ay 


contanto que os limites existam. O procedimento para encontrar as deriva 
parciais é denominado diferenciação parcial. 

É conveniente se ter uma notação para derivadas parciais que 
análoga à notação f'(x) para funções de uma variável. Assim, se z = 
frequentemente se escreve (1,9) ou /4%,) ao invés de 3z/àx ou аў: 
para a derivada parcial de f em relação a x. O índice 1 (respectiv: п 
índice x) denota a diferenciação parcial em relação à primeira variável li 
relação a x). A notação do operador D f para derivadas ordinárias 
adaptada para derivadas parciais, e teremos 


as 
ё 


Тру) = р.у) = 
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Analogamente, para a derivada parcial em relação а у teremos 


№Мофасаъ => aoo 
dy бу“ 


fiss} fps = Gps y)= b; (х,у) = Бух, y) 


EXEMPLO Usea Definição | paraencontrar д2 /дхе dz/dy sez = flx,y) = 5x? — Tay + 2y?, 


SoLução 
02 [C 8) — fa) 
QN Дш Ax 
i [5(х + Ax? — 7(x + Ax)y + 2y?] - (5x? — 7ху + 2y* 
= lim A 
х0 Ах 
2o 5[х? + 2x Ах + (Ах)2] — 7xy — Ty Ax + 2y! — 5x? + 7xy - 2y? 
= lim 
Ахзо Ах 
үүт 
= lim Ше шү ——= lim (10x — 7y + 5 Ax) 
Ax Ax Ax Oo 
= 108 —7у. 
д= Ги Ay) – (Бу) 
—= lim 
Ау 
= Їй [5х2 — 7x(y + Ay) + 2(y + Ау)*] — (5x2 — 7ху + 292) 
Ay>0 Ay 
zd 5x? — 7ху — 7x Ay+ 2[* +2y Ay + (Ау) ] - 5x + 7xy — 2р? 
Ay>0 Ay 


Tx A ‚ду FAA? 
= lim Tx Ay + dy Ay GAY lim (—7x + 4y +24) 


Ay Ay Ay=0 


= —Tx + 4y. 


Derivadas parciais de funções a mais de duas variáveis sao definidas pela 
generalização imediata da Definição 1. 


DEFINIÇÃO 2 Derivadas parciais de funções a n variáveis 
Seja f uma função a n variáveis e suponha que (х.х... „Хе... Xn) 
pertença ao domínio de f. Se 1 = k = n. então a derivada parcial de fem 
relação à k-ésima variável хь é denotada por f; e definida por 


Мк. га КЫ 


н Xy Mss X8) — Рә, аЙ 


AO AX, 


contanto que o limite exista. 
Sew = fixis. lxi «+ хь). então usamos também as seguintes nota- 
ções para derivada parcial de fem relação à k-ésima variável xp: 


2, a 


pés с ) 
zm — {жү Mapia Р 
Bx ЫЫ to n 


A AR do dd 


Е cocção Ж] = DS (ху Eno Epia E 
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Utilizamos o termo “derivada parcial” quando nos referimos à função fy 
e ао valor f/X1,Xa, « . Xi, » + Xn) desta função — o que pode sempre ser feito 
nesse contexto. 

No caso onde п = 3, as variáveis ху, x; e xs da Definição 2 são substituí- 
das por x, у е z, respectivamente, e temos 


tim /® + Ал) — Дд) 


Ax>0 Ax 


лбу) = Лоу) = 


fe yz)- 


fole, 3,2) = Лу) 


3.1 Técnicas para o cálculo de derivadas parciais 
As derivadas parciais podem ser calculadas pelo uso das mesmas técni- 
pi pi 
cas que eram válidas para funções ordinárias, exceto que todas as variáveis 
independentes, que não aquela em relação а qual efetuamos a derivação 
parcial, são tomadas temporariamente como constantes 


EXEMPLOS 1 Sew = xy*z?, encontre ди'/ду. 


SoLucao 
Considerando x e z constantes e diferenciando em relação a y obtemos 


fb. deberi oi 
ag gil = р be hr 
х+у 
2 Se f(x, y) = ЖЕУ ia» ache filo y) e fab y). 
SoLução 


Usando a regra do quociente, considerando y constante e diferenciando em 
relação a x, temos 


q +) ку) by y 
л (32) - а 


х + y (х2 + y?) 


à e» 


_ +УЗ(Ї +0) — (х + у)(2х +0) _ 
ArT i 


Similarmente, 


Gre) Eee n oe) et ey!) 


fisse c (52) = 


ду VO +y KrF 


_ (к®+ у%)(0+1)—(х+у)(0+2у) x —-2xy—y? 
Е (e + ур (х2 + ya? 


3 Sef(x,yyz) = e ache f, yz). 
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SOLUÇÃO 
Considerando x e y constantes e diferenciando em relação a z, temos 


Há muitas versões da regra da cadeia aplicadas às derivadas parciais, a 
mais simples delas é virtualmente uma transcrição direta da regra da cadeia 
para funções a uma variável. Por conseguinte, seja g uma função a mais de 
uma variável — a duas variáveis, por facilidade de compreensão. Sew = flv) e 
v = g(x,y), ou seja w = f [g(x,y)], então mantendo y constante e utilizando a 
regra da cadeia conhecida, temos 


дь 


== Pets yada) = ft) 


isto é, 


contanto que as derivadas dw/dv e àv/àx existam. Analogamente, manten- 
do-se x constante e utilizando a regra da cadeia conhecida, temos 


CW 


эу Гову) = 07 


isto é, 
êw dwcr 


ду  decy 


contanto que as derivadas dw/dv e àv/ày existam. 


Se w = V1 — x! — y?, encontre dw/dx e 3w/dy. 


SOLUCAO 

Faça v = | — x? — y?, ou seja w = Vb. Pela regra da cadeia, 
ôw 1 8 " 1 

„Ж жиш уш t tt c 
êx  dvóx 2/u дх ( ) 2/v ) 


êw dw Qv 


Usando a versão acima da regra da cadeia, procede-se do mesmo modo 
que na Seção 4 do Cap. 2, exceto que multiplica-se a derivada ordinária da 
“função externa” pela derivada parcial apropriada da “função interna”. Por 
exemplo, se flx,y) = tan (x? — y?), então a “função externa" é a função 
tangente, enquanto que a “função interna” é a função g de duas variáveis 
dada por g(x,y) = x? — y*. Portanto, 


fio.) = sec? (52 — y) Lo? — y?) = (sec? (è — Ios) 


-2xse^(x!—y?) е 


foe y) 


sec? (x — y!) ¿(e — y?) = [e (2 — y) -29) 


—2y sec? (x? — y’). 
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EXEMPLOS Encontre àw/àx e dw/dy. 
l у= е‘ 


SoLução 


SOLUÇÃO 
E 
е dt. Pelo teorema fundamental do 
1 
cálculo, dw/du = е"; daí, pela. regra da cadeia 


a 


Fazendo и = 3x* — ou seja w = 


Ow  dwdu zé m i 2 E 
xo sx — Sy — e" (6x) — 6 AA 


0х du Ox ox 


‹ 


у dwou _ mx (32 — 53) = e"(—15p!) = — 152,89 sy 


= =e 
y duóy ду 


Conjunto de Problemas 3 


Nos problemas de 1 a 6, encontre cada derivada parcial pela aplicação direta da 
definição formal. 


1 fx) onde /(х,у) = 8x — 2y + 13. 2 a f(x.y) onde f(x, y) = 3х2 + 5xy + 7y*. 


3 f(—12) onde (х,у) = —7x? + 8x3 


5 fj1,—1) ende /(x.y) = 5ху* + 6x? 11. no ponto (3-5), onde z= —7x*y а 


Nos problemas 7 a 20, encontre cada derivada parcial tratando, com exceção de 
uma, as variáveis independentes como constantes e aplicando as regras de diferencia- 
ção ordinária. 


7 Sy) onde f(x. y) = 7x2 + S2y +2. 
5 


9 hd 10 fAx, y), onde (х,у) = е 2 tany. 


11 12 Djxseny — y In x). 

13 f(0) onde (5.0) = r? cos 70. 14 g5(0.), onde g(0,4) = sen 20 cos $. 

15 (ху) onde f(x.y) — | e7^ di. 16 galx.y). onde g(x.y) = | e^? de. 
Y Sy 
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3 д 
17 fix. yz} onde /(х,у,2) = 6xyz + 3х?у + 7д. 18 — g(x y,z), onde g(x, y,z) = 3x*y!z* — 4xyz?. 
ду 
ôw gi ow 
19 a onde w= xy? + yo? + y 20 -—. onde и = x cos z+ ysen x + xe. 
02. 
Do problema 21 até о 34, encontre cada derivada parcial usando a regra da cadeia 
da Seção 3.1. 
ôw уе 3 д 
21 =, Onde w= ue uc ha y 22 g(x,y), onde g(x,y) =sen (ху). 
х дх 


Ow P 
23 ——, onde w=lnu e и= 7x? + 4y*. 
Ox 


- n (2h. 
d 


25 h,(x,y) onde h(x,y) = tan"! (xy). 26 Di f(x,y) onde f(x.) — e" 
ow E O sento , 

21 x onde w= [edi e u = e? di. 
Ad 


29 fi(x,y) onde f(x. 


à 


31 galx,y,2), onde g(x, y, z) = xz'e" cos (yz). 32 рїп (xz) cos (ху)]. 


ew 5 + дм 
3 ae onde w= (х2 + у? + 22) 3/2, 34 —, onde w=e 'sen (s + u). 
3A OS 


dw ew 
35 Dado que w = ху? — 2xy* + 3x^y*, verifique que 4c ў-—= 3e 
dx ey 


êw ôw ди 
36 Dado que w = (ax + by + cz)", onde a, b e с são constantes, verifique que x x Ju 
x ду 


ôw êw 
37 Dado que w = 2° + tan (ге!"), verifique que s? — + t — 
2 és et ôw 


38 Séja f uma função diferenciável e seja w = fas? — Hat) Verifique que Te = 
$ 


22, 


РИЙ 2 . w Ow | Ow 
39 Dado que w= x? sen + y? In—+ 220%, verifique que — + y — + 2-— = 2w. 
z Xx gx ey dz 


a j 
40 Dado que we"? + e" + g", verifique que Ma LA z y =0. 
дх ду ez 


41 Dadoque w= In (х? + 5x?y + бху? + 77º), verifique que ы n Em. 
dx у 


4 Aplicações Elementares das 
Derivadas Parciais 


Se bem que a maioria das aplicações das derivadas parciais dependa 
das propriedades ainda não desenvolvidas (tais como as regras da cadeia da 
Seção 6), algumas delas são adaptações das técnicas já familiares para deri- 
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vadas ordinárias. Vamos considerar algumas dessas aplicações elementares 
nesta seção. 


4,1 Interpretação geométrica das derivadas parciais 

Suponha que / seja uma função a duas variáveis e que ftenha derivadas 
parciais f, e f». O gráfico de fé uma superfície com equação z = fix. y) (Fig. 
1). Seja то = Яхоуо), tal que P = (худа) Seja um ponto desta superfície. О 


«/7 

j / reta tangente 
a MN à CPD 
de | LY retu tangente 


Fig. 1 a APB 


plano у = yo intercepta a superfície na seção APB, enquanto que o plano x = хо 
intercepta a mesma superfície na seção CPD. Quando um ponto se move ao 
longo da curva АРВ, suas coordenadas x e y variam de acordo com a equação 
z = f(x, yy), enquanto sua coordenada y permanece constante com у = Yo. A 
inclinação da reta tangente à АВР em um ponto qualquer é a taxa de va ção 
da coordenada z em relação à coordenada x; daí a inclinação é dada por д2/дх 
= fi(x,y0). Em particular, Л(хоуо) representa o coeficiente angular da reta 
tangente à APB no ponto P. Analogamente, v. Yo) representa o coeficiente 
da reta tangente à CPD no ponto Р. Portanto, pela Fig. 1, temos 


6 


n 


tan 3 = /, (хо, yo) = fixo Yo) = 4. calculado em (Xo. Yo) 


G 


Б 


tan fj = fi(Xo. Yo) = (xo Yo) = 2. calculado em (Xp, yo). 
Qy 


Encontre o coeficiente angular da reta tangente à curva de interseção da 
superfície z = 4x*y — ху? com o plano у = 2 no ponto Р = (3,2,48). 


SOLUÇÃO 

Basta manter y constante e encontrar 0z/üx. Temos, 
ô 0 8 
E. (дуду) — — (ху?) = 8xy — у?, 
n pads ш. у 


ou seja, quando x = 3 e y = 2, 


д: a. 
= 9000) - 2 = 40. 


4.2 Taxa de variação 
Suponha que uma variável, representada por w, dependa de certo ná- 
mero de outras variáveis, ху, Xs, ..., хл. Se, à exceção de uma, as demais 
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variáveis são mantidas constantes, então w depende apenas desta е a taxa 
instantânea de variação de w em relação a essa variável é dada, como de 
costume, por uma derivada — no caso, a derivada parcial de w em relação à 
variável em questão. 


EXEMPLO O volume V de um cone circular é dado por 


7 E n 2 A 
4 = 54) 48 — 5 


onde s ё o comprimento da geratriz c у o diâmetro da base. 

(a) Encontre a taxa instantânea de variação do volume em relação à geratriz 
se o diâmetro é mantido constante com o valor dey = 16 centímetros, en- 
quanto a geratriz s varia. Calcule essa taxa de variação no instante em que 
s = 10 centímetros. 

(b) Suponha que o comprimento da geratriz permaneça constante com o 
valor de s = 10 centímetros. Considerando que o valor do diâmetro varia, 
encontre a taxa de variação do volume em relação ao diâmetro quando y 

= 16 centímetros. 


SOLUÇÃO 


Quando s = 10 e y = 16, 


av 16) (10 320. 
E ed 20 0-00) = = — T x 111,70 centímetros cúbicos por 
дә 6,/4(10)2 – 162 9 


centímetro. 


Quando s = 10 еу = 16, 


OV  n(16),/4(10) — 16? n(16) 
Б 12 24,/4(10)* — 16? 
128 16 
= ln — dia се 5,59 centímetros cúbicos por centímetro. 


9 
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Conjunto de Problemas 4 


Nos problemas de 1 a8, encontre o coeficiente angular da reta tangente à curva de 
interseção entre a superfície e o plano nos pontos dados. 


1 A superfície 


3x—5y+7 coplano y=2 noponto (1,2,0). 


2 A superficie z = /4 — eoplano x=1 nopono (1,1,./2). 


3 A superficie soplano y=2 noponto (3,2,1). 


4 A superficie x —]4 eoplano x=1 noponto (1,3,2). 


5 A superfície z= e^" sen3y — eo plano 


1 moponto (1,0,0). 


6 A superficie 6x? + 9y? + 4z? = 61 eoplano у= —1 noponto (1, – 1.2). 


7 A superfície eoplano y=4 noponto (3,431) 


8 A superfície 2 — e —e"* eo plano 2 noponto (2,2,0). 


9 AárcaA da superfície lateral de um cone circular reto de abertura ^ e raio da baser é 
dada por А = лгу? + r°. 
(a) Se r é mantido fixo em 3 centímetros, enquanto л varia, encontre a taxa de 
variação de A em relação a A no instante em que h = 7 centímetros. 
(b) Se h é mantido fixo em 7 centímetros, enquanto r varia, encontre a taxa de 
variação de A em relação a r no instante em que r = 3 centímetros. 

10 Se doislados x e y de um triângulo são mantidos fixos enquanto o ángulo 9 entre eles 
varia, encontre a taxa de variação do terceiro lado z, em relação a 9. (Use a lei dos 
co-senos.) 

11 Afórmula de Clairaut para o peso W em dinas de | grama-massa em uma latitude de 
L graus e a uma altura de h centímetros acima do nível do mar é 


TL h 


W = 980,6056 — 2,5028 соз — — 
a 2,5028 cos чуу — 3000.000 


(a) Se L é mantido constante em 40ºN enquanto À sofre variação, encontre а taxa 
de variação de W emrelação a h no instante em que a massa está a 6 quilômetros 
acima do nível do mar. 

(b) Se a massa permanece a uma altura constante de 6 quilômetros acima do nível 
do mar, enquanto sua latitude L varia, encontre a taxa de variação de W por 
grau de latitude no instante em que L = 40ºN. 

12 Uma colina circular tem sua seção transversal central na forma da curva cuja 
equação éz = 10 — (x*/160), onde as unidades estão em metros. O topo está sendo 
cortado em camadas horizontais a uma velocidade constante de 100 metros cúbicos 
por dia. Qual a velocidade de aumento da área da seção de corte quando o topo tiver 
sido cortado em uma distância vertical de 4 metros? 

13 Aresistência R ohms de um circuito elétrico é dada pela fórmula R = E/I, ondeléa 
corrente em ampères e E a força eletromotriz em volts. Calcule àR/8] e àR/9E 
quando Г = 15 ampères e E = 110 volts e dé uma interpretação para essas duas 
derivadas parciais utilizando o conceito de taxa de variação. 

14 Uma companhia hipotecária calcula o valor máximo a ser dado para a hipoteca de 
uma casa pelo uso da fórmula 


M = 3x + 0005y". 


onde x é o pagamento mínimo em dólares e у é o salário mensal também em dólares. 
Encontre 4M/dx е 3M/3y e interprete o resultado utilizando o conceito de taxa de 
variação. 
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Aproximação Linear e 
Funções Diferenciáveis 


Na Seção 4 vimos que as derivadas parciais fi(xo,Ya) e fo(xo.yo) se relacio- 
nam apenas com as seções obtidas numa superficie z = (х,у) por dois planos 
perpendiculares, y = yy e x = хо; daí, em geral, essas duas derivadas parciais 
pouco dizem quanto ао aspecto da superfície além dessas duas seções. Ror 
esta razão, não é apropriado chamar uma função a duas (ou mais) variáveis de 
“diferenciável” apenas pela existência de suas derivadas parciais. A chave 
para a definição própria de “diferenciabilidade” para funções a mais de uma 
variável está no importante conceito de aproximação linear. 


5.1 Aproximação linear 

Comecaremos formulando o procedimento para a aproximação linear de 
uma função fa duas variáveis. Suponha que (ху) seja um ponto interior do 
domínio de / e que as duas derivadas parciais fi(xo,yo) € fo(xo.Yo) existam. 
Então, por analogia com o procedimento feito na Seção 7 do Cap. 2 para 
funções de uma variável, temos o seguinte. 


Procedimento para a aproximação linear 
Se o ponto (x,y) está próximo do ponto (xayo), então 


f(x, y) = lixos Yo) + (хо Yo Mx — xo) + falxos soy — yo). 
Naturalmente, о erro resultante dessa aproximação linear é dado por 
Elx, y) = /(х,у) — f (Xo Yo) — Silo» Vox — xo) — falxos Poly — yo). 
Para a maioria das funções encontradas nas aplicações práticas do cálculo, a 
aproximação lincar oferece uma boa precisão — isto é, o valor absoluto do 
erro. |E(x,y)|, é pequeno — quando o ponto (x,y) está próximo de (хоу). 


Definindo-se Ax =x — xy € Ay = y — yu. a aproximação linear pode ser 
representada através da relação 


/ (хе + Ах, yo + Ay) = /(хо, Yo) + Л (хоо) Ах + (хо Yo) Ay- 


A condição de que o ponto (x,y) esteja próximo ao ponto (х,у) €, 
evidentemente, equivalente à condição de que [Ax] e |Ay| sejam pequenos. 


Se flx,y) = Vx? + у? + 2, use o procedimento da aproximação linear para 
estimar f(3,01.4,96). 


SOLUÇÃO 
Da aproximação linear 


T (xo + Ах, Yo + Ay) = S (xo: 3o) + Л (хо yo) Ax + /(хо Yo) Ay, 
fazendoxo = 3, yg = 5, Ах = 0,01, e Ay 


— 0,04, obtemos 


(301.496) = 4/32 5? 2 f (3,500001) + f. (3.5)( 004). 


Ainda, 
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ou seja 

3 1 5 9 

=> & fA je--ee 
36 6 


6 2 
Assim, f (3,01,4,96)=1/36 + 1/2(0,01) + 5/6(-0,04); isto é,f 
(3,01,4,96)=5.97166 [O valor de f (3,01.4,96), com precisão de cinco casas 
decimais, é de 5,97174.]. 


h(3,5)= 


5.2 Funções diferenciáveis a duas variáveis 

Grosseiramente falando, uma função a duas variáveis é diferencidvel se 
о erro resultante da áproximação linear é pequeno em valor absoluto. For- 
malmente, suponha que (xo.yo) seja um ponto interior ao domínio de fe que as 
duas derivadas parciais fi(xo.yo) е Js(xo.yo) existam. Então podemos dar a 
seguinte definição. 


Função diferenciável a duas variáveis 
Dizemos que f é diferenciável no ponto (xo.y,) se о erro resultante da 
linear tem a forma 


E(x, у) = (x — xo)eGx у) + (1 — Volela y) 


limz,(x.v) = 61(хо 70) = 0 е lim в;(х. y) = (хо. уо) = 0. 
ала хохо 
vs v5 


Se o domínio de f é um conjunto aberto, então / é denominada função 
diferenciável, ressaltando-se que é diferenciável em todo ponto de seu domi- 
nio. 

Fazendo Ах = x — хое Ay = y — yo na Definição 1, e abreviando (х,у), 
edx,y), &x(x, y) por E, ey, € s, respectivamente, temos 


E = Axe + Ayen onde lime, =0 е  lime,=0. 
Ax-0 Ax20 
Ay=0 Ay20 


Portanto, para uma função diferenciável; o erro E resultante de uma 
aproximação linear tende a zero rapidamente quando Ax e Ay tendem a zero. 
Isto é análogo à condição de erro da aproximação linear de uma função a uma 
única variável vista no Teorema 1, Seção 7 do Cap. 2. 

Infelizmente, a mera existência das derivadas parciais /\(хо„уо) € f2(%0,Yo) 
não garante que f seja diferenciável em (xp,y0) (vide problema 34). Uma 
condição que assegura a diferenciabilidade de fé dada pela seguinte definição. 


Diferenciabilidade contínua 

Seja fuma função a duas variáveis e seja U um conjunto aberto de pontos 
contido no domínio de f. Dizemos que fé continuamente diferenciável em U 
se as derivadas parciais //(x,)) e/4x,y) existem para todo ponto (х,у) de U eas 
funções f, e f; são continuas em U 

Se o domínio de f é um conjunto aberto e se f é continuamente diferen- 
ciável em D, então dizemos simplesmente que fé continuamente diferenciá- 
vel. 


Na Seção 5.5 provaremos as seguintes propriedades: 

1 Se fé diferenciável em (х,у), então f é contínua em (xo, Yo) 

2 Se fé continuamente diferenciável em um conjunto aberto V, entao fé 
diferenciável em cada ponto (х,у) em U. 

Por enquanto, aceitaremos esses dois fatos. 


EXEMPLOS 1 A função f(x,y) = e?7**" é diferenciável? 
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SOLUCAO | A 
O domínio de fé o plano xy, ou seja, é um conjunto aberto. (Por qué?) Nesse 
caso, 


CA A 
fl) р; (et) = E (3х + 49) = aer, 


ud. 3x+4y) — зх+зу D 3. 4y) = 4e*x* ^v. 
fils y) es, (Pt = ehm (ce 49) = aem, 


portanto f, e /; são contínuas em todo plano ху; isto é, fé continuamente 
diferenciável. Segue-se que f é diferenciável em cada ponto de seu domínio; 
daí, f é diferenciável, 


2 A função f(x, y) = [xy] é diferenciável: (a) em (1,1), (b) em (0,1)? 


SOLUÇÃO 

(a) Dentro de um disco circular de raio, digamos, Ya com centro em (1,1), хе 

são positivos, ou seja f(x,y) = [xy] = xy. Portanto, nessa vizinhança, 

х,у) = Јах (xy) = y e х,у) = 9/9у (xy) = x; daí, f é continuamente 
diferenciável. Segue que f é diferenciável em cada ponto da vizinhança. 
Em particular é diferenciável no centro (1,1) do disco circular. 

(b) Visto que f(x, 1) = |x| e que a função valor absoluto (a uma variável) não é 
diferenciável em 0, segue-se que a derivada parcial f,(0,1) nào existe. 
Contudo, por definição. uma função diferenciável precisa ter suas duas 
derivadas parciais. Conseqüentemente, f não é diferenciável em (0,1). 
Pode ser provado que à soma, a diferença, o produto e o quociente de 

funções continuamente diferenciáveis são continuamente diferenciáveis: daí, 

são diferenciáveis em cada ponto de seu domínio. Em particular, toda função 
polinomial a duas variáveis é continuamente diferenciável, também o será 
toda função racional а duas variáveis, 

As idéias e os fatos apresentados acima podem ser resumidos sem 
Jormalismos como: Uma função com derivadas parciais contínuas é conti- 
nuamente diferenciável. Uma função continuamente diferenciável é diferen- 
ciável. Uma função diferenciável é contínua. Finalmente, a aproximação 
linear aplicada à uma função diferenciável dá margem a um pequeno erro. 


5.3 Diferencial total 
Suponha que f seja uma função a duas variáveis e seja 


Хоу). 


Sexe y sofrem pequenas уагїасоез Ах с Ay, respectivamente, entáo z varia de 
uma quantidade de Az, dada por 


Az = f(x + Ax y + Ay) — f(x,y). 


Considerando que f seja diferenciável em (x,y), conhecemos que o erro 
resultante da aproximação linear 


f(x Axy + Ау) = /(х,у) + fio y) Ax + fole, у) Ay 
será pequeno, е segue-se que podemos aproximar Az como 


Аг s f(x y) Ax + fos y) Ay. 


Usando a notação alternativa àz /àx e dz /ду para as derivadas parciaisf;(x,y) e 
f(x. y) podemos escrever a aproximação como 


CÁLCULO 


Por analogia com a notação usada para funções a uma variável na Seção 
1 do Cap. 5, a variação Ax e Ay das duas variáveis x e y são às vezes chamadas 
de diferenciais destas variáveis e escritas como dxe dy.respectivamente. 
Desse modo, se dx e dy são pequenos, então a variação Az do valor de z 
causada pela mudança de x рагах + dx e de y para y + dy é aproximada por 


Fazendo a analogia com funções a uma variável, definimos a diferencial total 
dz da variável dependente z por 


dz dz 
dx + 
x 


dz = dy 
de=: y 


y 


Portanto, se dx e dy são pequenos, então Az = dz. Visto que z = f(x.y). 
escrevemos também dz como df, ou seja 


df = fil, y) dx + f(x. y) dy. 


EXEMPLOS 1 Se f(x,y) = 3x%y? — 2xy? + xy — 1, encontre a diferencial total df. 


SOLUCAO 
Aqui, 
(у) = Эх?у®*—2у9+у e alay) = bxy бху? +3 
daí, 
df = (9х2у2 — 29º + y) dx + (6 y — бху? + x) dy. 
2 Sez= E = E encontre a diferencial total dz. 
SOLUÇÃO 


Usando a regra do quociente, temos 


daí, 


2y dx —2xdy _ 2уйх—Эхйў 


lz—L dx + dy= 2 = 
E л ^ш (xy (х+ у)? (x yy 


3 O volume V de um cone circular reto de altura Л e raio da base r é dado por Y 
= Матн. Se a altura é aumentada de 5 ст para 5.01 cm, enquanto o raio da 
base é diminuído de 4 cm para 3,98 cm, encontre uma aproximação da 
variacào AV no volume. 


SOLUCAO 
Usamos a diferencial total dV para aproximar AV. Portanto, 


id 
er an qa dr. 


FUNÇÕES A VÁRIAS VARIÁVEIS E DERIVADAS PARCIAIS 867 


Quando h = 5, dh=00t,r=4, e dr= – 0,02. temos 


2(0,01) + 


AV s dV ein (ANS — 02): 


uaj кә 


isto é, 
AV = —0,6702 стз. 
(O valor correto de AV com cinco casas decimais é de —0,66978.) 


5.4 Funcóes a trés ou mais variáveis 

As noções de diferenciabilidade, diferenciabilidade contínua e diferen- 
cial total generalizou-se de uma maneira óbvia para as funções a três ou mais 
variáveis. Por exemplo se f é uma função a três variáveis, então o ponto 
(хо.Уо,20) é denominado ponto interior ao domínio D de f se há um número 
positivo ғ tal que todos os pontos (x,y,z) dentro da esfera de raio r com centro 
em (Xo,Yo,Zo) pertençam ao domínio D; isto é, se (x — xo)? + (у — yo)? + (2 — zo)? 
X r^, então (x,y,z) pertence a D. Analogamente, um ponto (a,b,c) é denomi- 
nado de ponto-fronteira de D se toda esfera com raio positivo r e centro 
(a,b,c) contém um ponto que pertence a D e outro que não pertence. Dizemos 
que D éaberto, se ele não contém nenhum ponto de sua própria fronteira; isto 
€, consiste exclusivamente em pontos interiores. Analogamente, D é deno- 
minado fechado se ele contém todos seus pontos fronteira. 

Considere agora que (xo, yo, Seja um ponto interior do domínio D defe 
que as três derivadas parciais 


А = fixo уоу®о), В = fa(Xo, уо. Zo). С = falxos Yo Zo) 
existam. Seja E(x,y,z) o erro resultante da aproximação linear 
y. 2) = f (Xo Yo zo) + Afx — хо) + В(у — уо) + Clz— zo). 


Então dizemos que f é diferenciável em (xo. yo.zo) se existem três funções e, 
вз € єз tais que 


&1(Хе. Ур, 20) = Ez(Xos Vos 20) = Єз(Хо. Yo, zo) = 0, 


lim 22(x, y,2) = lim ез(х, y e 
paan x-xg Pon 
Jo Vo уус 


2-20 2-20 Ба 


= (x — хо) е (х,у, 2) + (y уо) е (у. 2) + (т — zo)es(x. y. 


Se.o dominio D de fé aberto, dizemos que fécontinuamente diferenciá- 
vel se as derivadas parciais fi, f; e f; são definidas e continuas em D. Por 
argumentos similares àqueles que serão dados na Seção 5.5 para funções a 
duas variáveis, pode ser mostrado que uma função continuamente diferen- 
ciável a três variáveis é diferenciável em cada ponto de seu domínio e que 
uma função diferenciável a três variáveis é automaticamente contínua. No- 
vamente, somas, produtos, diferenças e quocientes de funções continua- 
mente diferenciáveis a três variáveis é continuamente diferenciável. Qual- 
quer função polinomial a três variáveis é continuamente diferenciável bem 
como qualquer função racional a três variáveis. 

Sew=fx,y,2), onde fé diferenciável em um ponto interior (x,y,z) de seu 
domínio, definimos a diferencial total dw, ou df, em (x,y,z) por 


д 


0 ду 
dw = df = ^" dx + $ dy + ES dz = /\(х, yz) dx + fa yz) dy + f(x. yz) de, 


onde dx, dy е dz, аз diferenciais de suas variáveis independentes, podem 
ter valores arbitrários. À diferencial total dw fornece uma aproximação da 
variação Aw da variação dependente w causada pelo incremento de x, yez 
das quantidades dx, dy e dz, respectivamente. 
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EXEMPLOS 1 Sew = х?у?2*, encontre a diferencial total dw. 


SOLUÇÃO 


2ху%:* dx + 3x?y?z* dy + Ax? yz? dz. 


Três resistências, de x ohms, y ohms e z ohms, são conectadas em paralelo 
xyz 


para dar uma resisténcia equivalente w dada por w — E 
xy + xz 


+ yz 
Cada resistência é de 300 ohms, mas está sujeita a 1 por cento de erro. Qual é 


o erro máximo aproximado e a porcentagem máxima de erro aproximada по 
valor de w? 


SoLucAo 
Temos 


Aw =dw= 2 ay + Pa iy + 0 
дх бу 


dz, 


д= 


onde dx, dy e dz representam os erros nos valores das três resistências. Nesse 
caso |dx|, [dy] e |dz| não excedem 3 ohms (1 por cento de 300 ohms). Temos 


(xy + xz + yz) 


ôw — 
x y+ xz + yz) 
жуба xs) yz хуг = хул? _ ya 
(xy + xz + yz) = (xy xe yz) 


ou seja, quando x — 
üw/ày = Ho e àw/àz 


г = 300, àw/àx = Ys. Cálculos análogos fornecem 
Ya, quando x = у = z = 300. Desse modo 


1 1 1 
dw-gdxgd +g% 


[dv] =p |dx + dy + dz < 5 (ldx] + [ay] + [de 
Visto que dx], |dy| e |dz| não excedem a 3 ohms, segue-se que 
|4х| + |dy| + |dz| <3+ 3 +3 =9; 
daí. 


[dw| s$0) = ohm. 


O maior erro possível aproximado é de 1 ohm. Visto que w — 100 ohms 
quando x = y = z = 300 ohms, a porcentagem de erro máximo aproximada é 
de 1/10 х 100 por cento = 1 рог cento. 


5.5 Teoremas sobre funções diferenciáveis a duas variáveis 
Aqui, como prometido, provaremos os dois fatos sobre funções diferen- 
ciáveis citadas na Seção 5.2. 
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TEOREMA 1 Continuidade de uma função diferenciável 


Seja fuma função a duas variáveis e seja (xo, yy) um ponto de domínio de 
f. Então, se fé diferenciável em (xayo), segue-se que f'é continua em (xy, Yo). 
PROVA 
Temos 


Fy) = f (sos Yo) + a(x — xo) + Му — yo) + E(x, y) 
onde а = fi(xo. yo), b = falto. vo) 
E(x, y) = (x — xoJeslo y) + (у — voles y) 


lim E(x, y) = lim (x — хо) lim e, (x, y) + lim (y — yo) lim es(x, y) 
5-50 $^ a 5 5559 


= (0)(0) + (0)(0) = 
daí, 
lim f(x, y) = f(xo. yo) + a lim (x — xo) + b lim (y — yo) + lim E(x, y) 
= f (Xo: уо) + a(0) + b(0) + 0 = f (Xo, yo). 


Portanto, f é contínua em (xo,yo). 


TEOREMA 2 Uma funcáo continuamente diferenciável é diferenciável 


Seja U um conjunto aberto contido no domínio da função f a duas 
is. Se f é continuamente diferenciável em U, então fé diferenciável 
em cada ponto (xy,yy) de U 


PROVA 
Seja (Xo, yo) um ponto de U. Visto que U é aberto, há um disco circular de raio 
positivo г com centro em (хоу) tal que todos os pontos (x,y) dessa vizinhança 
estão contidos em U. А partir de agora trataremos apenas com esses pontos 
(х,у). 

Definimos: 


Xy Yo) — mi (хо, уо) 


1 edad : ар (хо, Yo) sex 3 Xo 


SEX = хо. 


[Ly — бозо) _ 


se y * yo 
хо. у 
| pem Љ(хо. Уо) 
lo 


2 82(x,y) = 
веу = уо. 
Гоњ уь) — Ло, yo) 


X — Хо 


Desde quelim = (хо, Yo) segue que 


xx 


3 lim e;(x, y) = 0. 
хэхо 
Vo 
Escolhamos e, temporariamente, fixemos um ponto (x,y) com y + yo € 
definamos uma função q a uma única variável por (z) = f(x,1). Pelo teorema 
do valor médio ios 2, Seção 1.2, Cap. 3), existe um número c entre y e 


20 - #00) Fly) Ло уо) 


,isto é, f(x, c) = 
Y — Yo 


Yo tal que ф'(с) = 
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Observe que o valor de c pode depender de nossa escolha inicial do ponto 
(х,у); contudo, visto que c está entre y e yo, c tende à yo, quando y tende a ys. 
Da equação 2 temos 

4 talay) = falx- c) — fa(Xo-Yo) para y з yo. 


Já que fi é contínua e c — yy quando y — yo, segue que 


5 lim ex(x, y) =0. 
хохд 
Уур 
Seja E(x,y) o erro resultante da aproximação linear 
[(х.у) = f (xo. Yo) + filo» YoYx — xo) + (о Poly — Yo), 


ou seja t 
6 E(x.y) = fx) — (озо) — Lilo» YO [Y хо) 


— faxo. solo — Yo). 
Pelas equações | e 2 temos 
7 Е(х,у) = (x — хо)в (ху) + (у — voles у). 


8 (хора) = (хао) = O. 


Pelas equações 3, 5, 7, 8 e pela Definição 1, fé diferenciável em (XoXo). 


Conjunto de Problemas 5 


Nos problemas de 1 a 5, use a aproximação linear para estimar хо + dx, yo + Ау) 
para cada função f e para os valores indicados de xq. Yo, Ax € Ау. 


1 f= 
2 (у) = х 2 + 3y 


3. Sx? + бху; Xo = | ур = —2, Ах = 0,07, Ay = 002. 


to = 2. yo = 1, Ах = 003, Ay = —0,01. 
3 Ју) = xli y- у1й xi хе = 1. yo = 1, Ax = 001, Ау = 0,02. 
а {(х.у)= ху — уз ху = 6 у = 2, Ах = 095. Ар = 025 


5 Г) = аи * (йй: xgo 2 к =% Ау = Ар 


6 Encontre (а) о valor real de flxo + Ах, ya + Ay) e (b) o erro resultante da aproxima- 
ção linear nos problemas 1,3 e 5. 
Nos problemas de 7 а 12, verifique se cada função é diferenciável no ponto 
indicado. Justifique sua resposta. 


7 f(x.y) = xe" em(x.y). 8 f(x y) = |x |em(0, 1). 
ooa EE е ўз 
TU sg ue e ll em (0.0), 
12 f(x 


13 df se f(xy) = 5х? + 4p — 2g. 14 dzsez= 


15 dT se T = PV/R, onde R é constante e P e V são variáveis. 


16 df se f'(u v) = sen" (w/e). 17 df se f(x. y.z) = xv? 


18 dwsew 
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Nos problemas de 19 а 26 use a diferencial total a fim de obter a aproximação 


19 A potência P consumida por uma resistência elétrica é dada por Р = E*/R watts, 
onde E é a força eletromotriz em volts e R é a resistência em ohms. Se, em um dado 
instante, E = 100 volts e R = 5 ohms, aproximadamente de quanto irá variar a 
potência se E decrescer de 2 volts e R decrescer de 0,3 ohms? 

29 Encontre a área aproximada de um triângulo retângulo tal que o comprimento do 
cateto maior é de 14,9 centímetros e da hipotenusa é de 17,1 centímetros. 

21 O comprimento Г, e o período Т de um pêndulo simples estão relacionados pela 
equação T = 27% е. Se | é calculado para Т = 1 segundo ер = 32 pés por 
segundo ao quadrado, determine o erro de | se T é na verdade 1.02 segundos e g é 

2,01 pés por segundo ao quadrado. Encontre também a porcentagem aproximada 
de erro. 

22 Aalturae o diámetro de um cilindro circular reto são 10 e 6 centímetros. respectiva- 
mente. Se a medição do diâmetro produz uma figura 4 por cento mais larga, 
aproximadamente qual a porcentagem de erro na medição da altura que impedirá 
um erro no volume calculado? 

23 As dimensões de uma caixa retangular são 5, 6 e 8 polegadas. Se cada dimensão 
aumenta em 0,01 polegada, qual é aproximadamente о volume resultante? 

MA де егар. da gravidade determinada pela máquina de Atwood é dada дн 
fórmula g = 82 s/£. Suponha que os valores reais de s e 1 são s = 48 стег = 
segundos. Calcule o erro máximo possivel no cálculo de g se as medições de se t 
estão sujeitas a um erro de no máximo | por cento. 

25 Duas resistências elétricas л, e r estão conectadas em paralelo, ou seja, a resistén- 
cia equivalente R é dada pela equação 1/R = 1/1 + 1/r3. Suponha que r, = 30 ohms 
era = 50 ohms originalmente, mas r; aumenta de 0.03 ohms enquanto r, diminui de 
0,05 ohms. Calcule a variação resultante de R. 

26 Uma fábrica faz dois tipos de brinquedo, x do primeiro tipo e y do segundo, ambos 
dados em milhares de unidades, que são vendidos por 80 — 2x e 60 — 2y cruzeiros 
porbri кийа. respecti amente. O lucro em milhares de cruzeiros é dado por f(x, y) 
=80r — 2x? + 60y — 
lucro se o preço do primeiro brinquedo aumenta em 50 centavos e do segundo em 70 
centavos, 

27 Suponha que (x9,%) seja um ponto interior ao domínio de f e que existam duas 
constantes а с Б tais que 


FG у) = f (хь, ув) + ale хо) + b(y — vo) 


com um erro E(x,y) = À = fiev) — atx — xo) — bt Yo) que satisfaça à 
condições da Definição 1. e que a = fiy) e b = fion») e. em seguida, 
conclua que f é diferenciável em (хоу). 

28 Suponha que $ seja uma função a duas variáveis e que (хо,уо) Seja um ponto interior 
ao domínio de ф tal que 


lim ф(х,у} = Ф(хо yo) = 0 


[a 


Defina duas funções e, e e, com o mesmo dominio de « dadas рог 


be — xs] И — xo) + (9 vo)? 


dx. у) Sex É Xo 

sx) 4X Xs —xe| + |y = vol 
0 Бех = Xp 

е 
E AENA 

у— У =] + (= у 
(Hel м oy + (v — xo) "m 

—y& |#-%]+]у—У%| 


sey 


Prove: 


(а) М x9 + (у— yo? pixy) = (х — xa) ey) + (у — Yo) ез(х,у) para todos os 
pontos (х,у) no dominio de &. 


(b) lim ej (x. v) = (хо vo) = 0. 
Ixa) tonya) 
(с) lim e = &g(Xo. уо) = 0. 


A) 
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29 Seja f definida por 


se (x. y) + (0,0) 


Ду) = 
0 se (x,y) = (0,0). 


(a) Encontre fix, y) е х,у) para (х,у) + (0,0). 
(b) Encontre (0,0) e (0,0) pelo cálculo direto usando as definições de f e fa. 
(c) Mostre que f é continuamente diferenciável. 
(d) Explique por que f é diferenciável em (0,0). 

30 Seja (хо,уо) um ponto interior do domínio de fe suponha que existam constantes а e 
b, e uma função ф com o mesmo domínio de f tais que 


Лу) = /(хь.уь) + alx — xo) + Му — yo) + / (x — xo)? + (y — vo)? ф(х,у) 


válido para todo (х,у) do domínio de f, onde lim ф(х, y) = $(xo. Yo)= 0. Use os 
xy 
resultados dos problemas 27 e 28 para provar que f é diferenciável em (хо,уа). 
31 Defina в, e в; por 


se (x. y) + (0,0) 


(у) = 


0 se (x, y) = (0.0) 


x 
тт & y) # (0,0 
E se (x. y) # (0,0) 


se (x. y) = (0,0). 
(a) Prove que lim e;(x, y) = e; (0.0) = 0. 


2-0 


y-0 
(b) Prove que lim (х, y) = (0,0) = 0. 
x0 


$e 
(с) Prove que |xy| = xei(x. y) + yealx, у). 


(d) Use (a), (b) e (с) para mostrar que a função f definida por Дх,у) = |xy| é 
diferenciável em (0,0). 

32 Suponha que (хо,уо) seja um ponto interior ao domínio def. Prove que é diferenciá- 

vel em (хо,уо) se e somente se existir uma função ф que satisfaça as condições do 


problema 30. 
33 Prove que f(x,y) = Vx? + y? não é diferenciável em (0,0). 
34 Seja 
у 
ут x, y) # (0,0 
Fees la ту ee) (00) 
js se (x, y) = (0.0). 


Prove que ambas as derivadas parciais f,(0,0) e f2(0,0) existem mas f não é diferen- 
ciável em (0,0). [Sugestão: Mostre que f não é contínua em (0,0) e use o Teorema 1.] 


6 As Regras da Cadeia 


Na Seção 3.1 demos uma versão da regra da cadeia para as derivadas 
parciais como uma extensão imediata da regra da cadeia para funções de uma 
variável. Nesta seção discutiremos outras versões da regra da cadeia para as 
derivadas parciais que não serão apenas repetições da antiga regra da cadeia. 

A mais simples das regras da cadeia é sugerida pela notação de diferen- 
cial total introduzida na Seção 5.3. Suponha que z seja uma função a duas 
variáveis x е у, de modo que z = f(x,y), enquanto que x e у sejam funções a 
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uma outra variável 1, ou seja x = g(1) ey = h(t). Então z torna-se uma função a 
uma única variável г; isto é z = f(g(1),h(t)). Desde que 


podemos esperar que 


dz dzdx  0zdy 
dt Oxdt дуй 


Esta versão da regra da cadeia está, de fato, correta a partir do momento 
que f, g e h sejam funções diferenciáveis. Seja pois Af uma variação pequena 
em / e sejam Ах, Ay е Az as variações resultantes nas variáveis x, y e z 
respectivamente. Visto que f é diferenciável, temos 


dz дт 
z= Ax+— 
Ox D 


y +, Ах + Ез Ay, 


onde e, Ах + e; Ay é o erro resultante da aproximação linear 
oz д2 
Ае ®—Ах+-——Ау е 
дх ду у 
lim e, = lim e, = 0. 
Ах-0 Ax>0 
Ay20 Ay>0 
Dividindo por А, temos 


Az Oz Ах SEA A Аю rn Ay 
Ar Ox Ab буй “Ar Par 


Tomando o limite em ambos os lados quando At— 0 e notando que Ax > De 
Ay => 0, ou seja, e, — 0 e e; — 0 quando Al — 0, obtemos 


dz 0zdx дтйу dx dy 0zdx | Ozdy 
di ох дуй ty = үт Oy dt” 


como era esperado, ө 
Com um maior formalismo, temos o seguinte teorema. 


TEOREMA 1 Primeira regra da cadeia 
Seja f uma função a duas variáveis e sejam g e h funções a uma única 
variável. Considere que (xy,y) seja um ponto interior ao domínio de fe que f 
seja diferenciável em (x9.Y9). Suponha que xo = g(/») € que Yo = http) e que 
ambas. g e h, sejam diferenciáveis em ty. Defina а função F(t) = ftg(t).h(1)). 
Então F é diferenciável em f, e 
F'(to) = (хо о) (to) + falo» о) (to). 


EXEMPLOS 1 $ег=\/х*+ yx = 22+ 1,еу = fi, изе a primeira regra da cadeia para obter 


а/а. 
SoLUÇÃO 
dz dzdx dy A ] 
d'a bé erp br) 
t дхй буй Er +y М/х? + у 
2х + 2у — r+ 1) + 3 (0) 30-42 


ep a (ey UV AP MATO 
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2 SeFti) = fle(t),hit)), onde fix,y) = 
Е). 


« g(t) = cost, e h(t) = sen 1, encontre 


SOLUÇÃO 
Pelo Teorema 1 


К) = flat e) (e) + fatur). ht) ho). 
Ainda, f(x,y) = ye", х,у) = xe, g'(f) = —sent, е Л'(1) = cost. Portanto, 


Е (0) = sen pote 0562 ^ (—sen f) + СОБР pet 9 É (cos 7) 
= (cos? г — sen? pets t sen t = cos 2р pem ison t, 


3 A resistência R, em ohms, de um circuito é dada por R = E/I, onde I é a 
corrente em ampéres e E é a força eletromotriz em volts. Num certo instante, 
quando E = 120 volts e l = 15 ampères, E aumenta numa velocidade de 0,1 
volt por segundo e / diminui à velocidade de 0,05 ampére por segundo. 
Encontre a taxa instantánea de variação de R. 


SOLUÇÃO 
Denotando o tempo, em segundos. pela variável г, temos 


ак КАЕ | OR dl 


de Edt аг 
pela primeira regra da cadeia. Ainda, 
к O 
8l ð 
Portanto, 
dR dE Edl 
dt Idt Pt 
Quando E = 120, 1 = 15, dE/dt = тр. e ФШ = — зу, temos 


Bun = ime : 
d isl) "ess zo) 3g 2 EE Ene 


A primeira regra da cadeia (Teorema 1) pode ser generalizada de uma 
maneira óbvia, para funções a mais de duas variáveis. De fato, se w é uma 
função de n variáveis ху, x». . .., Xy € cada uma dessas л variáveis é, por sua 
vez, função de uma variável т, então 


dw ди dx, би dx; Ôw dx, 
dt dx, de дх„ dt 6x, dr” 
ressaltando-se que a função w dada em termos de ху, x», . . ., x, Seja diferen- 
= E dx, dx ах, x 
ciável e que as derivadas 1 —2, ..., — existam. 
di” dt di 
Я жу? 7 
Seja w = In di Ap X el, y = sect, ez = cot t. Use a primeira regra da 
2 


cadeia para encontrar rx 
t 


SOLUCAO 
Aqui, w=2Inx+ 2 In y — 3 Inz — In 4, ou seja 
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Portanto, 
de Owdy _ ĉwdy , êw dz 
їй ёх ôy dt бй 
2 


" g =3 
== + ——_300 hist + —- 
sect со! 


7 gp (T090? £) = 2 + 2 tan + 3 sect osc t 


Agora considere o caso em que a variável dependente z seja função de 
duas variáveis x e y, de modo que 


z= f(x,y) 
enquanto x e y sejam funções de duas variáveis и e v, ou seja 
x= g(u,v), y = h(u,v). 
Então z torna-se uma função de u e v, a saber 
z = f (glu; v), h(u,v)). 


Suponha que temporariamente se mantenha a variável v constante. A deri- 
vada (parcial) de z em relação ан é, pelo Teorema 1, 


02 0x дт 


ARI, 
ôxêu дуди 

observando que / é diferenciável e que as derivadas parciais ðx/ðu e ày/8u 

existem. Analogamente, se / é diferenciável e as derivadas parciais àx/àv е 

ду/дь existem, então 


д: 
ди 


д: _д:дх дг ду 
Ov xv дубо" 


a seguir expressa os fatos precedentes com maior precisão usando 
notação subscrita para as derivadas parciais. 


TEOREMA 2 Segunda regra da cadeia 


Sejam f, g e h funções a duas variáveis, seja (xo,Yo) um ponto interior ao 
domínio de f e suponha f diferenciável em (xp,o). Seja xy = g(ug.to). Yo = 
h(uasto), e suponha que as derivadas parciais giu, bo). gif uos vo). Pri(ug, to) € 
holtovo) existam. Define-se a função F por 


Fue) = f (gluv) h(u v)). 
Então F tem derivadas parciais F(ug,ry) e (цоо) € 
F (но. to) = fixo. Yo)g1 (00.10) + /з(Хо уо) (uo. to). 


F (uos to) = Л (хо, Уо)#з(ио. vo) + (хо, Уо) (ио, vo). 


Se (норо) € um ponto do domínio de g e h e se ambas, g e Л, sao 
diferenciáveis em (муру), então pode ser mostrado que a função F do Teo- 
rema 2 é diferenciável em (tovo). 


EXEMPLOS Use o Teorema 2 para resolver os seguintes problemas. 


1 Dado que z — y x = и cos v, e y = sen u, encontre d2/4u e 02/04. 


CÁLCULO 


SoLucáo 
Ж X M 2 2 обе ER и sent, 
dx “o dy ж B NE i 
ду ду 
т = 000580. = = senu. 
ди - Ou 


Aplicando a segunda regra da cadeia obtemos 
be Priv бу 
du дхди дуди 

= 2(и cos v) cos v — 2(v sen u)v cos и = 2u cos? v — v? sen 2и, 


Oz  Oz0x дг ду 


Ov ёхдь ðy ôv 


= 2(u cos v)(— usen v) — 2(v sen u) senu = —u? sen 2v — 2vsen? u. 


= 2x cos v — 2yv cos и 


= 2x(—u sen v) — 2y senu 


2 Seja f diferenciável em (3,1) e suponha que f,(3,1) = 2 ef (3,1) = —5. Se V =, 
Д2х + Зу,е?), encontre 0V/dx e дУ/ду quando x = D e y = 1. 


SOLUÇÃO 
Seja s = 2х + 3y e t = e”, ou seja У = f(s,t)e 


e = 2f (s.t) + efi(s.t). 


ôV 0Vós oVo др eV 
É =>—(2)+ 
ôs t 
Quando x = 0 e y = 1, temos s = 3, = 1, e 
ev o E 
ax = 2AQ 1) + 65,1) = (22) + 075) = —1. 


Analogamente, 


av avos дүй др. ВИ 


y Bray O Br алла ш: 


Assim, quando x = 0 ẹ y = 1, temos s = 3, f = 1, e 


oV 
B 35.1) = (3)(2) = 6. 


A segunda regra da cadeia apresentada no Teorema 2 admite uma 
generalização natural para funções a mais de duas variáveis. De fato, sew é 
uma função a ул variáveis y, Y e se cada uma dessas variáveis é por 
sua vez uma função a n variáveis ху, Xs. ..., Xn, então 


дм Oy, 


7 à р ow dp 
Ow | Ow дуу | Ow дуз 

а EE e Teu 
Ox; дуу дху Oya Ox; ya, OX; 


é válido para cada j — 1, 2, ..., n, alertando que as derivadas parciais 


ду, ду. бу, a А : А 
Yı ©з “Ym existam. А equação acima pode ser escrita mais com- 
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paeta, ou seja, na forma 


ew 


Por exemplo, se w = flx,y,z), x ^ g(s,tu), y = h(s.tu), ez = р(х u), esefé 
diferenciável, então 


êw ¿wóx дю ду e Ow дт 
Os 0x0s Oy 0s dzôs 
би 0wóx дуду  Owoz 


ôt дхй дуй dra 


дю ду ôwêz 


ду ди деди’ 
desde que, todas as derivadas parciais de x, y ez emrelação as, reu existam. 


EXEMPLOS 1 Sejamw = ху? + yz? + zx*, x = r cos 0 send, y =r sen 0 senó,ez =r coso. 
Encontre dw/dr, dw/06, e ðw/öp. 


SoLução 
Usando a regra da cadeia, temos 


ду 


Ow дидх 


ôr ôx дг 


Qw  OwOx dwdy ðw 


80 8500 * 300] dz do 


= (y? + 2xz)( —r веп Өзеп p) + (2xy + z?)(r cos 0 sen $) + (2yz + х?)(0) 


= —(y? + 2xz)r send sen ф + (2ху + 2?)r cos Osen ġ, е 


= (y? + 2xz)r cos 0 cos ф + (2xy + 22) send cos ф + (2yz + x?) —r send). 


2 Suponha que f seja uma função diferenciável em (0,0,0) e que f,(0,0,0) = 
f(0,0,0) = 7 e f3(0,0,0) = —2. Se a função g está definida pela equação g(x,y) = 
Хох? — ух4х — 4у,5х — 5), encontre g;(1,1) e gx(1,1). 


SOLUÇÃO 
Sejau = х? – y?, v = 4x — 4y,e w = 5x — 5, efagaz = f(u,v,w). Entãoz = Дх? 
уё4х — 4y,5x — 5) = g(x,y), assim 


wi д: ди dzôv дг дм 
xy) = = == = 
Mala Quóx дь дх  Owóx 


= fiu o w)x) + falu, v, w)(4) + falu, v, w)(5). 


Quando x = ley = 1, temos u = 0, v = 0,w = 0e 


91(1,1) = 2 fi (0.0.0) + 4.f,(0,0,0) + 5.f3(0,0, 0) 
=2(3) + 4(7) + 5(—2) = 24. 
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Do mesmo modo, 


dz0o діди 


+ === 
ёрёу дуду 


(—2y) + falu v. w)(—4) + (о. w)(0) 
—2fi(u. 0, w) — 4 fo (us, 0.10), 


= f,(u,0,w 


e assim 
g3(1.1) = —2/,(0.0.0) — 4/(0.0.0) = —2(3) — 47) = —34. 


6.1 Diferenciacáo implícita 

O procedimento da diferenciação implícita, inicialmente discutida na 
Seção 8 do Cap. 3, pode ser formulado com maior rigor e pode ser generali- 
zado pelo uso das derivadas parciais. 

Por exemplo, dada uma equação na qual figurem as variáveis x e y, 
podemos transpor os termos para a esquerda do sinal de igualdade e a 
equação toma a forma 


fox y) = 0, 


onde fé uma função a duas variáveis. Esta equação define y implicitamente 
como uma função g de x se 


Hx glx)) = 0 
é válida para todo valor de x no domínio de g. Considerando que fe g sejam 


diferenciáveis, então pelo Teorema 1 podemos diferenciar ambos os lados da 
equação Ax, g(x)) = 0 em relação a x e obter 


EENE аб) до) =0 


ou 
foe) Аб) 0, 


onde y = g(x). Se f(x,y) + 0, podemos resolver a última equação em dy/dx, 
obtendo portanto 


ИЕ N 
ах hay) 


Suponha que y seja uma função implícita de x dada pela equação xºy? + 3xy? + 
53^ = 2y + 7. Encontre o valor de dy/dx quando x = ley = 1. 


SOLUÇÃO 
Transpondo os termos da esquerda e colocando a equação na forma х,у) = 
0, onde f(x,y) = х?у? + 3xy? + 5x* — 2y — 7. Aqui, 


А\(х.у) = 3y + 3y +20 е (х,у) = 28у + 6xy—2; 
daí, 
dy — fiy) - 3x2y2 + 3y? + 20x? 


dx Roxy 2хЗу+бху—2 


Portanto, quando x = l e y = 1, 
dy I++ — 13 


dx 246-2 3 
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Em geral, dada uma equação na forma 
/(®.у„з) = 0 
onde figurem três variáveis, ela pode ser resolvida рага uma das variáveis, 


digamos у, em termos das outras duas variáveis x e у. Esta solução tem a 
forma 


у= g(x.z), 


então 


fex. gíx. 2) 


válida para todos os pontos (x,7) do domínio da função g. Além disso, 
dizemos que a equação f[x,y,z) = 0 define y implicitamente como uma 
função g de x е z. Assumindo que as funções f e g sejam diferenciáveis, 
podemos tomar as derivadas parciais em relação a x e também em relação az 
em ambos os lados da equação f(x, y,z) = 0 para obter 


ex AY de _ 
Лола) t fani + fla) e 


М» @+ дг) + Мк») 


Visto que x e z são variáveis independentes, temos àz/àx = 0, àx/àz = 0, 
0x/0x = 1 e 97/97 = 1. Portanto, podemos representar a equação precedente 
sob a forma 


ду ду 
Ву) = hen) e inda = Лера) 
Daí, se fa(x,y,z) + 0, podemos resolver ày/àx e ðy/ðz, obtendo 


ду — file, 
Ox Falo y. 
EXEMPLOS Suponha que y seja uma função de x e z dada implicitamente pela equação 


Tx%y — Axyz? + хуг? — z — 14 = 0. Encontre ду/дхе ду/дт quando x = 1,2 = 0 
су=2. 


SOLUÇÃO 
A equação tem a forma f(x,y,2) = 0, onde 


f(x. yz) = 7x3y — Axyz? + x?y?z? — z — 14. 


Ainda 
fi( yz) = 21x?y — dyz?  2xyz?, 
fal, yz) = TX? — Axe? + 3x2 y? z?, 
f(x. yz) = — I2xyz? + 2x?3)z — 1. 
Assim, 
ду 21х?2у – Aya? + 2xy'z ду__ 


x Te — du d ya a 7х3 —dx2? + Зх?у?г?` 
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Fazendo x = 1,2 = 0, e y = 2, obtemos 


As considerações acima podem ser generalizadas de uma maneira óbvia 
para equações com mais de três variáveis (problema 36). Podem mesmo ser 
generalizadas para sistemas simultâneos de tais equações (problema 42). 


Conjunto de Problemas 6 


Nos problemas de 1 a 10 use a versão da regra da cadeia dada pelo Teorema 1 (ou 


generalizações da mesma) para encontrar cada derivada. 


dw А 
3 O onde юж = ивеп + cos (u= v) u em 
dx 
dw n= 
4 E onde w=./ v) и -—senÜ, e г = соѕ 0. 


F(t)onde F(t) = f(g(t). hlt), f(x.) = sem (x + y) + sen (x — у), y) 234 e 
GU), onde б) = gf (D). (©), gluv) = In (и? 9) f) m e, e А0) 7? 


щі) = 


t 


F'(t), onde F(t) = f(g(t). А0) f (u.c) = 3(e"* — e“) g(r) - senhz, e h(t) = 


HQ) onde Нш) = uU) du), d 


g(u)— e^*. e h(u)=coshu. 


T дуз, 


9 B onde з = 16 y-ssnt, e к=з. 
dt 
10 F() ende F(t) = f(a(). ht) p()) Syz) = tan! (xyz), al) = 


p(t) =". 


Do problema 11 ao 24 use a versão da regra da cadeia dada pelo Teorema 2 (ou 


generalizações da mesma) para cada derivada parcial. 


dz dz 
11 — e =, onde 3x? – 4у2, х= и é у= сови + sent. 
Cu o 
w a , А Ё m 
12 — e «onde № = 4х2 + 5ху – 2у°. x 23r e у=7К® 
r 
ёт д: 3 aos 
13 — e — onde 2 = 4X — 3Х?у?, x =ucosv, e у=гзепи. 
eu ôv 
ôw ôw " А 
м = € „onde у= и? — uv + 502, и = х 008 2y, e v—xsen2y 
єх 
Ow 2,2 2 
je w=In (и? +h ы e p= 2х®+ 3xy. 


Ји) = e 


, А) = 15, e 
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e 
ёи ĉu "EN 

MÍ e Z, onde u=cosh (xct7yhx-ret e yore. 
er @ 


38 F,s) e FS 


r,s), onde F(r.s) = f'(g(r.s) h(r.s)) f(x. y) = tan^ ! (y/x), g(r.s) = 2r s, 
e d (в) => 


rs. 


19 F,(uc) e Fou), onde F(ur)-— f(g(uc).h(u.v). Р(х,у) = 9, g(uv)— uw) е 
h(u, 0) = 02. 


ew w А T 
280 — e , onde w= 6xyz*, x =, у= ё ged*—5s 
er 
dw бы 
ew ду 2 nd 
21 EA e —-, onde № = 2х? + 3y^-- z^ х= i CÓS b, y e z-u. 
u Ov 


22 Fs) e Fuss) onde Күл.) = aU (rs) gir, s) hs) абе) = xy! + 322, fins) = 
r cosh s, g(rs)— rsenhs, e h(r,s)=re". 


ôw ди ow š ‚ 
23 —, —, e Fu onde у= х? +y? —z^ х= рвепф соз 0, y=psenpsend, е 
êp 20 ёф 
z= p cos ф. 
êw ôw 
М — e — onde w= | e dt, x 2 rs*, e y=rts 
ôr ôs 


x 


25 Dadaumafunção fa trés variáveis diferenciável tal que f,(0,0,0) = 4, /,(0,0,0) =3, e 
(0,0,0) = 5, seja g(r,s) = flr — sr? — 1,35 — 3), encontre gi(1,1) e ga(1,1). 

26 Sejam g c л funções diferenciáveis a duas variáveis e define-se ainda f(r,s) = 
[g(r,s)] ^9. Assuma que g(1,2) = 2, (1,2) = —2, g,(1,2) = —1, g(1,2) = 3,h1(1,2) = 
5e hx(1,2) = 0. Encontre 


(2) 7(1.2) (b) 111,2) (e) f2(1.2) 


Nos problemas de 27 a 30, considere que y seja dada implicitamente como uma 
função diferenciável g de x pela equação dada f(x,y) = 0. 


(a) Use o resultado a - para encontrar dy/dx. 
dx fii y) 
(b) Determine о coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de y = g(x) no ponto 
(х,у) dado. 
27 6x? — Dxy + åy? +2=0; (1.1). 28 (x? — y?)? — xy? — 55 = 0; (3,1) 
29 sen(x — y) + cos (x + у) = 0; (1/4, 2/4). 30 tan”? (y/x) + 3625» — 3 = m4; (1, 1). 


Nos problemas 31 e 32, considere que. y seja dada implicitamente como uma 
função diferenciável das demais variáveis das equações. Encontre o valor das deriva- 
das parciais indicadas quando as variáveis têm os valores dados. 


33 Se f é uma função diferenciável a duas variáveis ew = Дау — x,x — ay), ondea é 
uma constante, prove que 


ôw ôw 


öx ду 


34 Se f é uma função diferenciável a duas variáveis e a e b são constantes, mostre que 
w = Дх + az,y + bz) é uma solução da equação diferencial parcial. 


ôw 


35 Seja w = fix, y), onde f é uma função diferenciável. Se x = r cos 0 e y = r sen 0, 


mostre que 
ыу б ey i» (ee yl (e) 
дх dy) Nor) 2090)“ 


36 Suponha que f seja uma função a n variáveis e que seja possível resolver a equação 
Apa Xp sto) = 0 para a k-ésima variável como uma função diferenciável 


баха 
ДО 


das demais variáveis. Prove que 


pXÀXn 


п,ї Кеђ Ха... Xe ox) É 0. 


a е" е . ôw ди Ow 
Mostre que w satisfaz a equação diferencial parcial — 
д 


38 O volume V de um cone circular reto ё dado por V = (mr?/3)v/5? — г, onder é oraio 
dabase е s о comprimento da geratriz. Num dado instante quando r = 4 centímetros 
es = 10 centímetros, r diminui com a velocidade de 2 centímetros por minuto e s 
aumenta em 3 centímetros por minuto. Encontre a taxa de variação de V neste 
instante. 

39 Em um certo instante, os catetos de um triângulo retângulo medem 2 e 4 metros e 
aumentam numa velocidade de 1 a 2 metros por minuto, respectivamente. (a) Com 
que velocidade varia a área do triángulo? (b) Com que velocidade varia o períme- 
tro? 

40 Um motociclista parte de um ponto A em direção a B a 25 quilômetros por hora. O 

motociclista percorre em linha reta os S6 quilômetros que separam os dois pontos. 

No mesmo instante um segundo motociclista parte de B seguindo uma direção que 

forma 60º com AB e com velocidade de 30 quilômetros por hora. Qual a taxa de 

variação da distância entre os dois motociclistas no fim de uma hora? 

A equação de um gás perfeito é PV = КТ, onde Té a temperatura, P é a pressão, V é 

o volume e k uma constante. (A temperatura é dada em graus Kelvin, onde 0ºK é 

equivalente a —2739C). Num certo instante, uma amostra do gás está sob uma 

pressão de 2 x 10º kg/cm?, seu volume é de 5000 em? e sua temperatura de 300ºK. Se 

a pressão é aumentada em 1,5 X 105 kg/cm* por minuto e o volume é diminuído em 

750 cm? por minuto, encontre a velocidade de variação da temperatura. 


42 Suponha g ef funções diferenciáveis a três variáveis e que as equações simultáneas 


4 


в 


х, е " 
E | m possam ser resolvidas para x e y em termos de z. Considerando 
g(x. yz) = к 
que x e y sejam funcóes diferenciáveis dez e que o determinante Л Ll шы 
й 92 


nulo, mostre que 


do da 
dx zl dS 8 
dz h fl 


Fig. 1 
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Derivadas Direcionais, 


Gradientes, Retas Normais e 
Planos Tangentes 


Nesta segáo estudaremos a derivada direcional e o conceito de gradiente 
de um campo escalar. Nesta seção também está incluída uma discussão sobre 
reta normal е plano iangente a uma superfície no espaço. 


7.1 Derivada direcional e gradiente no plano (2) 

Considere um campo escalar no plano xy descrito por uma função 
diferenciável a duas variáveis. Desse modo. sez = f(x,y), então z é o valor do 
campo escalar no ponto Р = (х,у). Seja L uma reta no plano xy. Quando P se 
move ao longo de L, z pode variar e faz sentido perguntar e taxa de 
variação dz /ds dez em relação à distância s medida ao longo de L (Fig. 1). _ 

A fim de encontrar dz / ds. introduziremos um vetor unitário 4 = ai + bj 
paralelo a L e na direção do movimento de P ao longo de L (Fig. 2). Se P = 
(х,у) está a s unidades de um ponto fixado P, = (x5,y,) em L, então ыт 
isto é, 


z 2 LA Va 
(x = xg)i + (y — yo)j = asi + bsj. 


lgualando os componentes temos x — xy = ase y — yo = bs: isto é, x — Xy 
+ аз е у = yo + bs. Portanto, 


dx dy 
co € = 
ds ds 


e segue-se da regra da cadeia 


^x e 
pe 
уйл йй 


Po = (Xa! yg) 
| хо 
E. а 
2] Я X ix 
НИНЕ 


Fig. 2 


A derivada dz /ds, que é a taxa de variação do campo escalar : em relação 
à distância medida na direção do vetor unitário à, é denominada derivada 
direcional dez (ou derivada direcional da função f) na direção de й e é escrita 
сото D,: (ou D; f). Assim, temos 
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onde 


= +0. 


Em particular, se й é o vetor unitário que faz um ángulo 0 com o eixo 
positivo de x, então à = ((соѕ | 8) +((sen Oj e 


b 
end) ou Ю„/(х,у) = fi( y) cos 0 + f(x. у) зеп). 


EXEMPLO Um campo temperatura no plano xy é dado por 


2 2 
x y 
i-i i| s 
20 25 
onde 2 é a temperatura em graus F no ponto (x,y) e onde as distâncias são 
medidas em quilómetros. Com que velocidade varia a temperatura em graus 


F por quilómetro quando nos movemos da esquerda para direita pelo ponto 
(60.75) ao longo da reta L que faz um ângulo de 30? com o eixo positivo dos x? 


SOLUÇÃO 
Um vetor unitário й paralelo а L e na direção do movimento ao longo de L é 
dado por 4 = (cos 30%i + (sen 30%) = (v а 27 + ap. Dai, 


AEO- ka - a Le 


д: (43 e fi 
sex on b 


Fazendo x = 60 e y = 75, encontramos que a taxa de variação de z quando nos 
movemos através do ponto (60,75) na direção de à é 


NEN , 
20 + =3,/3+ 


3 + 82 graus Р por quilômetro. 


Eixo X O vetor i faz um ângulo 0 = 0 com o eixo positivo dos х; daí, 
Pro Re LX ДА 
2 2 | 
Dz= соб + E son 25, f ES. 
Ox ex ар g 
Eixo y Analogamente, о vetor j faz um ángulo 9 = т/2. daí, o] E! 
x 4 ÇA A 
ez Ж 2 do 02 
Di = = cos seb = | 
* 80 /2 дуу 2 à E amm 


Portanto,as derivadas direcionais de z nas direções dos eixos positivos dex e 
> у são as derivadas parciais de z com respeito a x e y, respectivamente. 
A derivada direcional Diz pads ser expressa na forma RE produto esca- 


д2 
а+-——Ь=а-—+Ь-—= 
ду “ax ду 


э produto tiealat 


fz NC 5 А РА 
О vetor— i + j cujos componentes escalares são as derivadas parciais de 
Ox DADA SA 


dy 
z com respeito a x e a y é denominadogradiente do campo escalar z (ou da 
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função f) e é escrito como V- (ou como v /). O símbolo V, um delta grego 
invertido, é chamado de “nabla” Assim temos 


ou Vf(x.y) = Гбх. у) Лбх. у), 


e podemos escrever a derivada direcional como 


Da = q) vz ou Dif (x,y 


Em palavras, a derivada direcional de um campo escalar numa dada 
direção é o produto escalar desta direção pelo gradiente do campo escalar. 


Sez = 4x? — 5xy?, encontre (а) Vz, (b) o valor de Vz no ponto (2.—3), e (c) a 
derivada direcional D;z no ponto (2,—3) e na direção do vetor unitário й = 
(cos 7/3) + (sen 7/3)]. 


SoLUÇÃO 


(a) Vz = (8x — 5y?)i + (—10xy)J. 


(b) No ponto (2,3), 
[8(2) — 5(-3)]i + [- 162) -3)]i = —29i + 60). 
(c) No ponto (2.—3). 
n). O ТА 5 
(ssi + (sen al) (—29i + 605) 


A | 60,/3 — 29 
a m 


Vs 


De=U'Vz= 


= Peas É A 95) ( 
= 29 соз = + 60 sen ( 29)5 + (60) 


Se fix, y) = Ax* + xy + 9y*. encontre (a) V f(1.2)e (b) D; fr 1,2), onde ñ é o vetor 
unitário na direção de р = 4i — 3j. 


SOLUÇÃO | 
Obtemos à normalizando v, assim, 


Pax. y) = x + 18у, ou seja 


(1,2)? + (1,2) = 101 + 37]. 


= Bed x 
i- 54) aee 57) 


Observe que se fixarmos um ponto (Xoya) no plano xy então a derivada 
direcional 


D, f (Xo Yo) =T Vf (Хо, Yo) 
depende apenas da escolha do vetor unitário à. visto que o vetor gradiente 


Vf(xo,yo) está fixado. Se æ é o ângulo entre à e Vf[xo.yo) (Fig. 3), então pela 
definição de produto escalar, 2, 


р абм) > п: Vf(Xo.yo) = Ed] [Vf (хо, yo)| cos 2. 
da L 
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o| 
Fig. 3 


Já que Ju] = 1. segue que 


D, / (хь. vo) = [VI (Хо. yo)| cos 2. 


Quando variamos o ângulo « na última fórmula, obtemos o valor da 
derivada direcional, em várias direções, no ponto (XoXo). Tomando о = 7/2, 
temos cos а = 0, ou seja D¿Axo.y) = 0. Portanto, temos o seguinte fato: 

1 A derivada direcional e nula quando tomamos a direção perpendicular 

ao gradiente 

Desde que cos а assume seu valor máximo, a saber 1, quando а = 0, 
também obtemos o seguinte fato: 

2 A derivada direcional assume seu valor máximo quando tomamos а 

direção do gradiente e esse máximo valor é |V fixo.Yo)|- 

Em outras palavras, o gradiente de um campo escalar, calculado num 
ponto P, é um vetor cuja direção indica a direção na qual o campo escalar 
aumenta mais rapidamente, enquanto o módulo do vetor gradiente é numeri- 
camente igual à taxa instantânea de aumento do campo por unidade de 
distância nesta direção quando no ponto Р 

Por exemplo, se estamos num dado ponto de um campo de temperatura e 
desejamos seguir para onde a temperatura aumenta mais rapidamente, basta 
tomar a direção do gradiente neste ponto. Por outro lado, se nos movimen- 
tarmos perpendicularmente ao vetor gradiente, a taxa instantánea de varia- 
ção é nula e estaremos seguindo sobre a isoterma que passa por esse ponto. 
Movendo-se na direção oposta ao gradiente (isto é, na direção do gradiente 
negativo) a temperatura diminuirá mais rapidamente. 


Encontre (a) o valor máximo da derivada direcional e (b) o vetor unitário à da 
direção para a qual esse valor máximo é obtido para f(x,y) = 2x*y + хе? no 
ponto (1,0). 


SOLUÇÃO 
Nesse caso, 


У/(х, у) = fioe у) + fale, 


¡+ (2x? + 2xye^)yj, 
ou seja 
Vr(,0) = i 3j. 


Portanto: 
(a) A derivada direcional máxima em (1.0) é 


[vf (1.0) = |+ 2j| - /P +2 = „5. 


(b) A derivada direcional máxima em (1.0) é obtida na direção de V f[1,0) = Н 
+ 2j. Um vetor unitário à na mesma direção é 


s. Mito de 


Ee na TES 


VEQ 57 
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2 A temperatura 7 em graus С em um ponto (x,y) de uma placa de metal 
300 


aquecida é dada por T = ——————у. onde x e y são medidos em centí- 
NOE S 
metros. 
(a) Que direção tomar a partir do ponto (—4,3) a fim de que T aumente mais 
rapidamente? 


(b) Qual a velocidade de aumento de T quando alguém se move a partir do 
ponto (—4,3) na direção encontrada no item (a)? 


SOLUÇÃO 


— 600x Г — 600y 
Ta > z! 3 3 
(х2 + у? + 3)? By 


daí quando х= —4 еу = 3, temos 
2400 1800 . 
AE 
[jo400? | 18002 
Ivr|- =) (5) _ 3000 375 
y 1784 784 784 | 98 


Portanto, a fim de maximizar D;T em (—4,3). escolhemos um vetor 
unitário na direção de VT, isto é, 


(b) Quando nos movemos através de (—4,3) na direção бей, a taxa instantá- 
nea de variação de 7 em relação à distância é dada por 


375 
DT s [VT u 3,83 graus C por centímetro. 


7.2 Vetores normais e curvas de nível no plano 

Considere um campo escalar no plano dado por z = f(x, y), onde fé uma 
função diferenciável. Relembrando da Seção 1.1 que a curva no plano ao 
longo da qual z tem valor constante, digamos k, tem a equação 


Гу) = к 


eéchamada curva de nível do campo (Fig. 4). Considere que a curva de nível 
fixy) = k tenha üm vetor tangente unitário 


ver e YH la, Vo 
normal © 


T MAMMA AA 


[7] 


Fig. 4 
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onde s é o comprimento do arco, medido ao longo da curva. Diferenciando 
ambos os lados da equação f(x,y) = k em relação а s pelo uso da regra da 
cadeia, obtemos 


des d 
fies y) + Щу) у = 0: "d 


puedo satatar | 


= Y 


=T (wy*T-0 


Segue que o vetor gradiente em um ponto P de um campo escalar é normal à 
curva de nive] do campo passando por P — se houver. naturalmente, tal curva 
de nível em P. s E 

Já que V ff xo,Ya) = (хоу + Гохо уо é normal à reta tangente à curva 
de nível do campo escalar 2 = f(x,y) no ponto (xy.yy), segue que a equação da 
reta tangente é 


xo Vox — xo) + falxo.YoMy— yo) = 0. 


Encontre um vetor normal e a equação da reta tangente à curva 2x? — day? + 
y* = 1 no ponto (2.1). 

МАЛУУ 
SOLUÇÃO 
A curva pode ser considerada como a curva de nível ftx,y) = 1 do campo 
escalar z = f(x,y), onde ftx,y) = 2x* — 4ху° + y*. Nesse caso, 


(х,у) = 4x — Ay", Ji y) = — Day? + 5%, 
йн 
e o gradiente de f no ponto (2,1) é dado por " {ос 
: j З ¿worm 
VIC) = ACi + AEI] = 4i— 19 


Portanto, 47 — 197 é normal à curva em (2.1). Também, a equação da reta 
tangente à curva em (2.1) é 


4(х —2)—19(у—1)=0 ou 4x—19y+11=0. 


7.3 Derivada direcional e gradiente no espaço (5%) 

Assim como uma função a duas variáveis pode ser considerada como um 
campo escalar no plano, uma fum a trés variáveis pode ser descrita como 
umcampo escalar no espaço хут isto é, podemos pensar em f relacionando-a 
com o escalar w, dado por 


w= (xy) 


para cada ponto (x,y,z) de seu domínio (Fig. 5) 
Como exemplos temos os campos de temperatura, pressão, densidade, 
potencial elétrico e assim por diante, 


Fig. 5 
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Todas as idéias e técnicas introduzidas para campos escalares no plano 
xy estendem-se naturalmente para campos escalares no espaço xyz. Por 
exemplo, se w = f[x,y.z). onde f é uma função diferencial, definimos o 
gradiente de w (ou de f) por 


i+ fa(x yz) + fax yz) 

Se ğ é um vetor unitário no espaço xyz. é fácil mostrar (problema 42) que 
a taxa de variação do campo escalar w em relação à distância medida na 
direção de й é dada pela derivada direcional 


Daw = 49Vw Dif (x. yz) = uOVf (x. y. z). 


EXEMPLOS 1 Se fix, 
na dire: 


2) = Зх? + 8y? 
ção do vetor P = 


ncontre a derivada direcional de fem (1.— 1,2) 
6j + 3k. 


SoLução 
Nesse caso, р não é um vetor unitário, contudo, um vetor unitário na бше 
de 5 é dado por à = ё/|р| = 2/27 — 81) + 37k. Temos 
Уух, y, 2) = Л, y. 2) (х у) + f(x, y, 2)k 
= 6xi + 16у) — 10zk, 
ou seja 
У/(1,—1,2) = 6(1)í + 16(—1)/ — 10(2)k = 6f — 16/— 20k е 


2 


CERTE + 


2 Opotencial elétrico V em volts no ponto P = (x,y,z) no espaço xyz é dado por 
= 100(x? + y? + 2?) 2, onde x, y ez são dados em centímetros. Qual a taxa 
de variação de V no instante que passamos por P, = (2,1,—2) na direção de P, 

= (4,3,0)? 


SOLUÇÃO 
А taxa de variação de V, em volts por centímetro, é dada por D;V, calculado 
em P, = (2,1,—2) na direção do vetor unitário 


2 


A y? 2 323—3/2. 
e 0c Sq sre 


av. OV. av 3 my: 
idas = de ік = —100(х® + y? + 22) 30640 + у] + zk). 
JA Jy 
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Fazendox = 2, y = 1 ez = —2, encontramos que o gradiente em P, = (2,1,—2) 
é 


и е 
VV es a д 


daí, a derivada direcional em Р, na direção à é 


D п-т = | Jm ]@+/+Ю-@ї+]1—2%) 


жле? 37,5 


Assim como para campos escalares no plano xy,o gradiente de um 


EZ MES 


= — 2,14 volts por centímetro. 


campo escalar no espaço xyz indica a direção para a quala derivada direcional 
atinge 
direcional máxima (problema 44) 


seu máximo e o seu módulo é numericamente igual a essa derivada 


Seja f(x,y,z) = xy + xz + yz + xyz. Encontre (a) o valor máximo da derivada 
direcional de fem (8,— 1,4) e (b) o vetor unitário da direção para a qual essa 
derivada direcional máxima ocorre. 


SoLução 
Nesse caso, 


Vf(x 


fie у,®)ї + fat vu 2) + fao y 2)k 
(y oz уг (х 2 4 xz)j + (х + у xy) 


(a) O valor máximo da derivada direcional em (8,—1,4) é 


Iv^($. 21.4) 2 | -i - 44j - k| = /(—1P + 44 + (-1) = 1938. 
(b) O vetor desejado, um vetor unitário na direção de V f[8,— 1,4), é dado por 
Vf(S.—14)  —i44j-k 


[v((8.-14) 1938 


7.4 Superfícies de nível, retas normais e planos tangentes 
Seja f uma função diferenciável a trés variáveis. Se k é uma constante 
pertencente à imagem de f, então o gráfico no espaço xyz da equação 


fGyz)-k 


é denominado uma superficie de nivel para f [ou para o campo escalar w = 
f(x. y,z) determinado por f ]. Suponha que (xo. yo.z9) seja um ponto sobre essa 
superficie de nível, ou seja f(xo,yo.z)) = k, e considere que V f[xo,vo,zo) É O. 
Entao, por analogia com as considerações da Seção 7.2, definimos a reta 
normal à superfície de nível. no ponto (xo.yo.za), como sendo a reta contendo 
o ponto (xy, yo,zo) e paralela ao vetor gradiente V f(xy,yszo) (Fig. 6). Assim, na 
forma escalar simétrica, a equação da reta normal à superfície de nível Дх,у,2) 
= k no ponto (хо,уо,20) É 


z— 8o 


fato. Yo. zo) 


(Por qué?) 


O plano contendo o ponto (хоу) e perpendicular ao vetor gradiente 
V fo.) é denominado plano tangentea superfície de nivel f(x,y,z) = kno 
ponto (xo, yo.2o) (Fig. 7). Na forma escalar, a equação do plano tangente à 
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reta normal 


Sar rint GR plano tangente. 


pli 


0) 


а-у 0, | 


Fig. 6 Fig. 7 


superficie f(x,y,z) = k no ponto (Xo»YosZa) € 


(Хө. Уо. Zo MX — Хе) + Л (о Yo: Zo MY — Yo) + falxos Vo 0) — zo) = 0. 
(Por qué?) 


Agora, seja C uma curva sobre a superfície fíx,y,2) = k, ou seja, as 
coordenadas x. y ez de qualquer ponto Р = (x,y,z) de C satisfazem a equação. 


Fly) = К. 


Usando a regra da cadeia, diferenciamos ambos os lados da última equação 
em relação ao comprimento de arco s medido ao longo de € para obter 


@ dy dro 


¿y ds z 


isto é, V ^T = 0, onde 


Portanto, o vetor unitário tangente Tà curva C sobre a superficiefix,y,2)=" 
ké persa аи} ao vetor gradiente V / (Fig. 8). Segue que о plano tangente à 
superficie fx, y, k no ponto Р contém o vetor tangente а Р para toda curva 
sobre a superfície que passa por P. 


Fig. 8 x 


> у 
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Encontre as equações (a) do plano tangente e (b) da reta normal para a 
superfície dada no ponto indicado. 


A esfera x? + у? + 2? = 14 no ponto (—1,3.2). 
SoLução 


Nesse caso, fazemos flx,y,2) = х? + у? + 2? tal que a equação da esfera é 
Лх,у,2) = 14. Temos 


daí, 
fil-13,2)==2, f(-132)=6, е /(—1,3,2)=4 
(a) A equação do plano tangente em (—1,3.2) é 
Д\(—1,3,2)(х + 1) + (1,3,2) — 3) + 5(—1,3,2)(: — 2) = 0; 
isto é, 
—2(x + 1) + 6(y -3)+4(2-2)=0 ou —2x + 6y + 42 = 28. 


(b) А equação da reta normal em (—1,3,2) é 


E: 8-0. 
A-1432) £-182 4132 
isto é, 
х+1 y-3 2-2 pl p=5 m-Z 
a o a ол a 


O gráfico dez = g(x,y) no ponto (xo.y.g(xo.yo)), onde g é uma função diferen- 
ciável a duas variáveis. 


SOLUÇÃO 
Nesse caso fazemos Дх,у,2) = g(x,y) — 2, tal que o gráfico dez = g(x,y) é a 
superfície de nível f(x.y,z) = 0 de f. Temos 


Aio yz) a 96.0) — 2] = сау) = gii y), 
f yz)- E g(x.y) - 2] = z g(x: y) = ax y), 


Portanto, 


Л (о Уо, (хо, 0) = g1 (хо, Yo), fo Xo; Yo» 9(Xo, Yo)) = 92(хо, Уо), 
fs(Xo Yos 9(Xo, Yo) = — 1. 


(a) A equação do plano tangente em (xo. g(xo.yo)) É 


galos Yo)(x — xo) + d2(xo Yo MY уо) + (— Dz — (ко, Yo) = 0, 


== (х0. Yo) + 91 (Хо. YO MX — Xo) + dalxo Yo — yo) 
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(b) A equação da reta normal em (Xp Yo (хоу) É 


X — No y — Yo 


хоу) 


dalXo- Уо) 


3 О gráfico de g(x,y} = 3x!y — 7x%y — х? + y + 1 no ponto (1,2 


SoLução 
Usamos o resultado do Exemplo 2. Aqui temos 


mey = D2x*p—21xXy-2x e р(х.) = 3x*— 7x? +1; 
daí, 


4(.2)2 —20 е 


(a) O plano tangente tem equação 
z= @(1,2) + g.(L.2)* — 1) + ga(1,2)(y 2) = —6— 20(x — 1) — 3(y— 2) 
ou 
z= 20 — 20x — 3y. 
(b) A reta normal tem equação 


=l y 


- == g(1,2) N—L. 
90.2). gall, 


ou 


EX —20 a zi 


Conjunto de Problemas 7 


Nos problemas de 1 a 4, encontre (a) o gradiente Vz de cada campo escalar, (b) о 
ator de Vz по ponto (xy. vy), € (c) a derivada direcional Dz em (хо.уо) na direção do 
Wetor unitário п. 


Mz=9x—3y +4, (xg yo) = (1,1) u 


2 z= ху, (xo уо) = (2,1) п= 


3 z—2x + 3y? — 1, (xo yo) = (0.0), à = (cos 0)i + (sen 0)j, 0 = 1/3. 
4 == e". (xo yo) = (1.1). T = (cos 0)i + (sen 0)/ 0 = —zj4. 
Nos problemas de 5 a 8, encontre (a) V f(xo,y;) e (b) o valor da derivada direcional 


de f em (хоу) na direção indicada. 


; 1s 
5 /(х„у) = х2у + 2xy^. (xo. yo) = (1,2), na direção do vetor unitário й = gie 


Гоу) = tan"! (y/x) (коо) = (—2,1), na direção de (—2, 1) para (—6, 2) 


1 12 
wg (хо, yo) = (3,2), na direção do vetor unitário 7 = 53 i+ qui 


8 f(x.y) In Fy, (хоу) = (3, — 0), na direção do vetor й = 4i + 3}. 
(Atenção: 5 não é vetor unitário). 
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Nos problemas 9 e 10, um campo escalar z = ftx,y) é dado no plano xy. Encontre a 
taxa de variação desse campo escalar quando nos movemos da direita para esquerda a 
partir do ponto (Xw,yo) dado ao longo da reta que faz o ángulo 6 indicado com o eixo 
positivo dos x, 


9 == 3х2 – xy + Зу, (хе, ув) = (3,1), 0 = л/4. 


" cos x, (xg. yo) = (л. 1), 0 = л/6 


о 


Nos problemas de 11 a 14, determine (a) o valor máximo da derivada direcional e 
(b) um vetor unitário à na direção da derivada direcional máxima para cada função no 
ponto indicado 


HE Д(ху)=х®— xy + 4yem (1, — 1). 


12 (х,у) = (x+ y — 2P + (3x — y — 6 em(1 1). 
13 Ах, у) 


- sen y em (1, 1/2). 
14 F(x.y) = e^ * sen 5y em (0, 2/20). 
15 A temperatura T no ponto (x,y) de uma placa de metal circular aquecida com centro 
400 a 
—, onde Té medido em graus C e x e y em 
о" 


centímetros. (а) Que direção se deve tomar a partir de (1,1) afim de que Taumente o 
mais rápido possível? (b) Qual a velocidade do aumento de T quando passamos por 
(1,1) na direção escolhida no item (a)? 

16 Seja fuma função diferenciável a duas variáveis tal que f(— 1,2) = 2 e fi(—1,2) = 


na origem é dada por T = 


—3. Encontre derivada direcional D;f(—1,2) se й = 


n 


Nos problemas 17e 18, ache (a) um vetor normal e (b) a equação da reta tangentea 
cada curva no ponto indicado. 


17 x? + y’ = 2em (1,1). 18 2x? + y! — 9 = Oem (2, 1). 


Nos problemas de 19 а 22, encontre (а) V f(xo.yo.zy) е (b) a derivada direcional 
DaflkoYosZo) para a função / dada, para o ponto (X,YwZo) e para o vetor unitário й 
indicados. 


19 f(x,y,2)==*y + 3y (xa; yo;z 


1 
“sen x + E 2739 sen 3x +22 (Xp, Yos Za 


= (cos ye RU ( e 
п = [cos Y Ji+ [соз 1 [cos ; Jk. 


Do problema 23 ao 26, encontre (a) o valor máximo da derivada direcional e (b) um 
vetor unitário à na direção em que a derivada direcional máxima for obtida, para cada 
função no ponto indicado. 

23 f(x,9,2) = (х2 + у? + 22) 1 em(1.2, —3) 
24 huy 2) = (х+ yy + Qr zy + (х zy ет (2, — 1.2). 


25 g(x,y,z) = e cos (уг) ем (1.0, x). 


26 f(x,y,2)= 
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Nos problemas de 27 а 36 encontre as equações (а) do plano tangente e (b) da reta 
formal para cada superfície no ponto dado. 


E x +27 +37 =6em(1,1,1). 28 x! - 2y! +2 = 11 em(2, 1,3). 
B9 ху: = беш (1,2,3), 


0 em(2,4,7) 

8) 32 sen(xz) = e em(1,0,7/2) 

= Оет(1.л/6, —2) 34 In (xy) + sen (yz) = 2 eme, 1, 1/2). 

= бет (9,4,1). 36 tan”? (y/x) — In (xyz) = я/4 em(1,1,1). 


ВЕ х? + у? — бху + z = 0em(2.2. 


33 cos (xy) + sen (ус 
SCR PEN 


Nos problemas de 37 440, encontre (a) a equação do plano tangente e (b) a equação 
da reta normal para o gráfico de cada função g de duas variáveis, no ponto indicado 


57 glx.y)= 2,24 38 g(x.y) = x sen(zy/2) em(0, 0,0). 
89 g(x.y) = v em(1,1.1). 40 g(x,y) = In cos /x? + y^ em (0,0,0). 


41 Considerando que fe g sejam funções diferenciáveis a três variáveis e que a e b 


sejam constantes, mostre que V(u/ + bg) = a VI + b Vg. 

32 Considerando que fseja uma função diferenciável a três variáveis, prove quea taxa 
de variação do campo escalar w = f(x,y,2) em relação à distância medida na direção 
do vetor unitário é dada por i-V f. 

43 Suponha quef seja uma função diferenciável de uma variável e quer = NE y? FE. 
Verifique a fórmula 


44 Prove que o gradiente de um campo escalar no espaço xyz indica a direção para a 
qual а derivada direcional atinge seu máximo e que seu módulo é numericamente 
igual a essa derivada direcional máxima. 

45 Considere que fseja uma função a duas variáveis diferenciável em (х,у). Dar uma 

interpretação geométrica para a diferencial df em termos de dx, dy e do plano 
tangente ao gráfico de f em (xa, хоу). 
Suponha que um ponto Р esteja se movendo ao longo da curva С em um campo 
escalar w. Assumindo que a função que gera o campo escalar seja diferenciável, que 
Tseja o vetor tangente а C e que P esteja se movendo com velocidade ds/dr, prove 
que a taxa instantânea de variação de w em relação ao tempo quando medido num 
ponto P é dada por 


>23 ds 
Tuis > Digi 
T Vw di Dzw 


Nos problemas de 47 a 50, use o resultado do problema 46. 

47 A temperatura T em qualquer ponto (x, y) de uma placa retangular no plano xy é T = 
x sen2y. O ponto P = (x, no sentido horário, ao longo da circunferência 
de raio | unidade com centro na origem, a uma velocidade constante de 2 unidades 
de comprimento do arco por segundo. Qual a velocidade de variação da tempera- 


tura no ponto P no instante. (x. y) — = (> хе} 


48 Suponha quea superfície т represente um terreno irregular e que um. 


52; 
grupo de turistas esteja situado na origem. Aqui, x. y ez são medidos em quilóme- 
tros. Um turista muçulmano parte para Meca, indo diretamente para о leste. 
ao longo da direção positiva do eixo x. Se ele viaja a uma velocidade constante de 3 
quilômetros por hora. qual sua velocidade de descida, em metros por minuto, ao fim 
de uma hora? 

49 A pressão Р, em quilos por centimetro quadrado, de um certo gás no ponto (x,y,z) 
no espaço é dado por P = 10.000e-=-12*:º onde x, y e z são medidos em centime- 
tros. Um ponto variável О = (x,y,z) move-se ao longo de uma certa curva С no 
espaço. No instante em que Q = (1,-2,1), sua velocidade é dada por ds/dt = 50 
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cm/s. Se o vetor unitário tangente T à C em (1,-2,1) é dado por T = (cos 5 j 
к 3 

+ (cos 
4 


О quando o ponto passa por (1,—2,1). 

50 O potencial elétrico V em volts num ponto (x,y,z) do espaço causado pela presença 
de uma carga q na origem é dado por V = q/r, onder = ух? + y* + z*. (Considere 
que as medidas estejam em centímetros.) Seja С uma curva no espaço tendo um 
vetor unitário Т no ponto P. Se P caminha ao longo de С na direção de T com uma 
velocidade constante de v cm/s, escreva uma expressão para a taxa instantânea de 
variação do potencial elétrico em P. 

51 Suponha que duas superfícies no espaço xyz, por exemplo fix, y,z) = ke glx,yz)= 
ks, interceptem-se numa curva C (Fig. 9). Considerando que fe g sejam diferenciá- 
veis e que (хо,уо,20) Seja um ponto de C, mostre que 


5 nr ^ » Tem " 
j+ (cos zp encontre a taxa instantánea de variagáo da pressáo em 


Vf (Xo: Yo» Zo) х Valxo. Yo. Zo) 


e 
Fig. 9 x 


é tangente à curva C no ponto (xo Ywzo). 
Nos problemas 52 até 55 use o resultado do problema 51 para encontrar o vetor 
tangente no ponto dado da curva C que é interseção das duas superfícies. 


3x? + у +2=4em 


53 xz+2x+42=5 e dxy+3y+62=56em(2.5,1) 


y 2 BE E 
54 Ет | е x^- y 4-z-1I4em(-12,3) 
55 x^ - 2xz c y!z21 e —6em(1, —2,0). 


8 Derivadas Parciais de Ordem 


Superior 


Estudando funções de uma variável, vimos que era util considerar não 
apenas a primeira derivada, mas também as derivadas de ordem superior. 
Analogamente, no estudo de funções a várias variáveis é útil considerar as 


derivadas parciais de ordem superior 
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Assim, considere a função fde duas variáveis tendo derivadas parciais fı 
efa, ou seja 


ful, y) = (х,у) = 


files) = fy) Ad y + бху?) = бху? + бу?, 
Љу) = Му) = өз» + бху?) = 9x?y? + 12xy. 
Portanto, 
А а [8 ё A 
a fi) = AN = zc (9? + 6y?) = 6p", 
O Erea ва) qut eom 
gy ek dy [x by Ey i а: üi 
TH 2 al = eei — 1g? -- 127 
po y Ox |ду эйр P cd REY 4 
PIO мы io? 4 T0xvp— 18629 " 
ду fax. у) > f Gy) йу (932 y? + 12xy) = 18x?y + 12x. 


As quatro derivadas parciais das derivadas parciais encontradas acima 
são chamadas de derivadas parciais de segunda ordem da função original f. 
Naturalmente, podemos expressar as derivadas parciais da função f; em 
relação à primeira e à segunda variável como (f,), e (fJ respectivamente, 
contudo, por simplicidade, omitimos os parênteses e representamos essa 
derivada parcial de segunda ordem por fı, fıs respectivamente. Da mesma 
forma, denotamos f,» fry ао invés de (f;), e (f), respectivamente. Por 
exemplo, 


‚ do mesmo 


O simbolismo E | el F4 € também abreviado para 
ду бу дх 
2 


3 a — 1 
modo que de é usada como uma abreviação para a derivada segunda 
» 2 


ordinária. Analogamente, escrevemos para a derivada parcial de se- 


д [of 
gunda ordem — 2) e assim por diante. 
ех "X 


EXEMPLOS 1 Se flx,y) = 7x? — l3xy + 18 
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Resumindo, as quatro derivadas parciais de segunda ordem de f pode ser 


representadas como se segue 


„== E42) 


exi 


2, Pf 9 qf 
fia ils © дудх ду (5) 
rj ef 
fa = do Лу dx (55): 
ё (01 
la = фу A 


Na notação subscrita, fi» = f+, indica uma diferenciação parcial em 
relação à primeira variável x seguida por uma diferenciação parcial em 
relação à segunda variável y. Por conseguinte, o simbolismo 


e a (Y 


Ox ду Ox 


z) indica uma diferenciação parcial inicial em relação a y 
oy) 

seguida de uma diferenciação parcial em relação a x. Na notação indicial a 
ordem dos indices da esquerda para a direita indica a ordem da diferenciação 


t " 
parcial, enquanto que na notação .—. . а ordem está indicada da direita 
дх ду 


para a esquerda 


encontre fis fe, fis fias Jen € Jaz 


SOLUÇÃO 
Neste caso, 


PIC = Byj==13, 


a (=x + 36y)= -13 


—13х + 36y) = 36. 


2 Se f(x,y) = 2e?" cos y, encontre fr, fo frr faw fue € fuv 
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Sorução 
Nesse caso, 


É ron " 
fx, y) = ES (2е?* cos y) = 4e?* cos y, 


8 
f(x y) = = (2º cos y) = —2e?* sen у. 
ду 
Daí, 
ы) esc n d] Ecos E 
falas) =E la) = He cos у) = 8e™ cos у, 
0 ё 
с tados es: A B 
E (4&^* cos y) 4e^* sen y, 


д д РЧ 
Sly) = dy (6 (5, y) = y (-2e?* sen у) = —2e” cos y. 
А af 
3 Sejam n, m e k constantes e suponha que f(x, y) = kx"y". Encontre ах” 


f f o or " er 
ду' ôx?’ ду dx дх ду’ dy? 


SoLução 
Nesse caso, 


я F А 
Ea é (kx"y")= Ких"7!у" e Tog (kx"y") = kma" y"? 


ôx ôx ду ду 
Daí, 
8f à [à 8 э E 
Т (2) = С (knx" 1y") = kn(n — 1)х^—?у", 
ET SqU йы ы, se tg 
расыр e 
e д [Gf д emo 1 -l1yn-1 
eec p 6 ni (Kmx"y" 1) = kmnx" o ! y", 
ef à [üf| д ” - 
ay = y H Es y (kmx"y"=%) = Кт(т — 1)x"y"7?. 
БЫА 2р 
As derivadas parciais de segunda ordem E і (z x И são denomi- 
y Ôx x ду 


nadas derivadas parciais mistas de segunda ordem de f. Nos três exemplos 
acima observe que as derivadas parciais mistas são as mesmas. Do Exemplo 

3,as derivadas parciais mistas de qualquer termo numa função polinomial a 

э АЕС г. er 

duas variáveis são as mesmas, daí, ——- = 
бу 


é válida para qualquer 


ex ду 


função polinomial a duas variaveis. Resulta deste fato o seguinte teorema. 


TEOREMA 1 


EXEMPLO 
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Igualdade das derivadas parciais mistas de segunda ordem 

Seja f uma função a duas variáveis e suponha U um conjunto aberto de 
pontos contido no domínio de f. Então, se ambas as derivadas parciais mistas 
fia € fa, existem e são continuas em U, segue que (х,у) para todos 
os pontos (x,y) em U. 

A prova deste teorema, que depende do teorema do valor médio para 
funções a uma variável, está fora do propósito deste livro e será, por conse- 
guinte, omitide 

A notação usada para derivadas parciais de ordem superior a 2 é quase 
auto-suficiente. Desse modo, 


sim por diante. O Teorema 1, sobre a igualdade das derivadas parciais 
tas, generaliza-se para os casos de ordem superior. Por exemplo, 


mi 


ero of _ 


ёхду* дудхду 


é válida рага um conjunto como о U do teorema, ressaltando-se que as três 
derivadas parciais mistas existam e sejam contínuas em U. Em termos gerais. 
а ordem na qual sucessivas derivadas parciais são tomadas quando formam 
derivadas parciais de ordem superior é irrelevante, observando que todas as 
derivadas parciais em questão existem e são contínuas. 


Seja f(x,y) = e*? + sen (x + y). Encontre (а) frew (b) Ах, € (С) faris 
SOLUÇÃO 
(а) £(x,y) = ye” + соѕ (х + y) е 


д 


x 


foy) = = [ve + cos (x + y)] = y^e? — sen (x + y), 


ou.seja 


Лу) = 


ех — sen (x + у)] = 2ye” + xy?e* — cos (x + v). 


(b) f(x.y) = хе + cos (x + y) e 


e + cos (x + y)] = x^e? — sen (x + у), 


de modo que 


х,у) = — [x e? — sen (x + y)] = 2xe% + yx?e? — cos (x + y). 
Ox 


(c) Desde que f... (x. y) = 2ye + Хуе? — cos (x + y), temos 


Tab у) = zs Bye” + xy?" — cos (х + у)] 


П] 


Pp + xy e” + sen(x + у) 
— 3y22? + xy e + ѕеп(х + у), 
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de modo que 
0 ds a 
Lund ey) = Bye + ху?е + sen (x + y)] 
€x P 
= BPE +. PE + xyte* + cos (x + y) 
= 4e + ayt + cos (x + y). 
Naturalmente o conceito de derivadas parciais de ordem superior gene- 


raliza-se imediatamente para as funções a mais de duas variáveis. A notação é 
novamente auto-suficiente. Por exemplo, se w = fix,y,z). então 


бу 


е assim por diante. As condições para a igualdade de derivadas parciais 
mistas permanecem inalteradas. 


EXEMPLO Seja w = x'y'z + sen xy. Verifique por cálculo direto que 


Ow ow 


yôz dzdydx 


SOLUÇÃO 
Nesse caso, 
д?уу 
4,2 i 4 
х e — =y 
5 дуд: i 
Ow 3 
de modo que ———— = 8xºy. Por outro lado, 
дх дуд: a 
Ow RS EW 
SA yz +усоѕху e = = Bx^yz + COS ху — Xy sen xy, 
ex Gy Ox 
53. 
cow 
de modo que ———— = 8x%y. Portanto, 
Oz ду дх 
w 
= ёх9?у= ———. 
^ 0507 дх 


As derivadas parciais de ordem superior são geralmente calculadas por 
diferenciações sucessivas, como no exemplo acima. Em cada estágio de tal 
cálculo, as regras de diferenciação, incluindo as regras da cadeia, são válidas. 
Ouso da regra da cadeia nesta conexão está ilustrado nos exemplos abaixo. 


EXEMPLOS 1 Seja w = wv, onde u = x* + 3y* ev = 29 — . 
Ox ду 


*. Encontre 


SOLUCAO 
Pela regra da cadeia 


ди _деди OwOv — " S Bobo 3 злу, 
ETA + do dy” (2ш )(бу) + (3и?ь?)(—2у) = (12u? — 6и202)у. 
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Portanto, 


2 
д? 


дхду Ox 


[12(2х0° + 12u0%x) — 6(4uxv? + &i'vx)]y 
= 24(0 + Sur? — 2и?ь)ху. 


2 Suponhaz uma função de x e y, e que ambas as variáveis, x e y, sejam funções 
de /. Considerando a existência e a continuidade das derivadas, encontre 
diz 
qe” 


SOLUÇÃO 
Pela regra da cadeia 


dz 
dt 


Diferenciando novamente em relação a т, temos 
Pe E = [а К m & 
а? |&\й tax (a dt] | Jar Ney 

hd iss B 0z dx ч | 

o |й\дх 


dt e de” 
As parcelas entre colchetes podem ser encontradas pelas aplicações 
adicionais da regra da cadeia. Assim 


d E e E) dx 
= d 
dt \дх Ox Vx] | dt 


i^m 
diNey) — 


dy " Oz |d G 
di ду |dt \а 
dy zdy 

Oy dt^ 


dy 022 1х " dy 
dt Ox й Oyox dt 


dy de dx. 
dt ` ĝx dt? 


de De (5) 2 Oz dxdy a E (6) ez x 
- Ox бу dt dt ду? Adt Ox а? 
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Conjunto de Problemas 8 


Nos problemas de 1 a 12 (a) calcule 


y enr 


- EU calcule 


W(x.y) = 6x + 7ху + 5y* yx 3 f(x, y)=x 008 y у? 
B reo) = an=: (E) 6 fi) 2 


П f(x, y)- y cos x — xe? 9 f(x, y) sen(x + 2y) 
tn Mies) == арз 11 /(x, y) = 5x cosh 2y 12 /(х,у) = Insen,/x? + y? 
Nos problemas de 13 a 20, encontre cada derivada parcial. 

=) (b) sx y 

= xe +2 + е 95 (a) hy (x voz) (b) haus y, 
e-?"sen ziha) fall, — 1, 0/4), (b) f231(1, — 157/4). 
EE = (8) el), (Ы) (1.2.3). 


= ху® + 3x?e*: (а) fox. 


); (2) ass Gc. y 


19 h(x, y,2) = senx^y — z^: (a 


21 Sew = (Ax? + By). onde A e B são constantes, verifique que 


por cálculo direto. 


D 
22 Se w = In (x — y) + tan (x + y), mostre que Ev 
í 


Nos problemas de 23 a 26, mostre que cada fun 
¡parcial de Laplace em duas dimensões, a saber, - 
ё 
23 у(х, у) = e sen y + e senx 24 [(x.y)— e*(cos? y — sen? y) 
к 2 , y 
25 f(x, y) e In (2 +32) 26 f(x.y) = tan E) 
E 
Nos problemas 27 е 28, mostre que cada função f satisfaz а equação diferencial 


en sp Spo 


parcial de Laplace em três dimensões, a saber, - = 0. 
de O dr 


27 (х, ус) = Зх? — 2y? + 5x5 + 8xz — 1? 28 f(x 


29 Mostre que w = e^ cos x satisfaz a equação diferencial parcial 


30 Considerando que as funções fe g sejam três vezes diferenciáveis, mostre que se 


2o Ow ôw 
w= f(x+y)+gl(x — у). então == 
B CN 


E: 
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31 Sew = Ax? Bay + Cy! + Dx + Еу + F, determine as condições para as constantes 
A. B. C, D, Ee F tais que w satisfaça a equação diferencial parcial de Laplace em 
Pw Ow 
duas dimensões, a saber, 23 + 4550. 
д. бу 
32 Uma função fa duas variáveis é dita homogénea de grau nse fitxity) = t" fly) é 
válido para todos os valores de x, y e t. 
(a) Dar um exemplo de uma função homogênea de grau 1. 
(b) Dar um exemplo de uma função homogênea de grau 2. 
(c) Suponha que f seja diferenciável e homogénea de grau n. Prove que 


Х/\(х. у) + lr) = nf xcv) 


33 Seja w = flu.v), ondeu =x+ у+ zev = 2x + y — z. Considerando a existência e a 


8*w 


34 Se fé uma função três vezes diferenciável e c é uma constante, mostre que w = fix 
` E _ ðw „д'» И 

— et) éuma solução da equação da onda. , = (7 . ;- Mostre também que w = 

e ex 


fix + ci) é uma solução desta equação. 
35 Se a, b, c e k são constantes, mostre que w = (a cos cx + В sen ex)e ^^ é uma 


Е T i 
solução da equação de calor ES 
ex 


36 Suponha que w = ftz,y,z) € seja x = p sen ф соз Ө, у = p зеп ф sen 0, cz = pcosó 
Desse modo, se (p,8.6) = (4.77/3,7/6), então (x,y,2)= (1, V/3,2v/3). Suponha que f 
tenha derivadas parciais contínuas e que 


Ў JD == Mea  fllg32/0)s 1. 
fa. 5243)- 4, JAMAL LASA - 2, 
hl. 25194, LJS2 3)- —/3.— fa 2/3) -1 


Ache 
(a) P. em (4 103,766 (o) LL emi d.e] 
a) — em / z—em(4 n/3.n/6). 
2ф (snl) ёр ёф 
37 Seja w = flu) onde u = g(x,y). Considerando que as derivadas existam e sejam 
А Fw Ow * еЗ 
contínuas, expresse 33 + emtermosde/", f" e das derivadas parciais de g. 


ôx? 


д 


38 Suponha que z seja uma função de u e v e que ambas, и e v, sejam funções de x e y. 
Considerando a existência e a continuidade das derivadas parciais, encontre uma 
fórmula para 


dew * 1dw 
rdr 


40 Suponha que f(x,y) = 0 defina y implicitamente como uma função de f. Conside- 
rando a existência e a continuidade das derivadas e que 978у + 0, mostre que 
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erp amar гу „егт 


ау Әх? lay Ox ду дхду ду? x 
dx? ағу? 
ey 
41 Seu ev são funções dex ey, e seu ev satisfazem as equações de Canchy-Riemann, 
ou DU du. @и 
a saber, E == .—. mostre que + =0 e que 
Су ON 2 ду 
Bu v 


Aui +53 = 0. Considere a existência ea continuidade das derivadas parciais. 
0х? ду? 


9 Extremos Para Funções de 
Mais de Uma Variável 


No Cap. 3 vimos que a derivada é mM, a ferramenta indispensável à 
resolução de problemas onde figurem extremos de funções de uma variável. 
Nesta seção estudaremos o problema de determinação de valores máximos e 
mínimos de funções a mais de uma variável c veremos que as derivadas 
parciais são especialmente úteis para este fim. 

Os conceitos básicos, tais como extremo relativo, extremo absoluto, 
pontos críticos. e assim por diante, para funções de diversas variáveis têm 
natural correspondência com os conceitos análogos para funções de uma 
variável. Por simplicidade. formularemos estes conceitos para funções a 
duas variáveis; é óbvia a extensão para funções de mais de duas variáveis. 


DEFINIÇÃO 1 Extremo relativo 

(i) Uma função fa duas variáveis tem um valor máximo relativo f(a,b) 
по ponto (a,b) se há um disco circular de raio positivo com centro 
em (a,b) tal que se (x,y) é um ponto no interior dessa vizinhança, 
então (х,у) está no domínio de f e fix, y) = Na,b). 

(i) Uma função fa duas variáveis tem um valor mínimo relativo f(a,b) 
no ponto (a,b) se hà um disco circular de raio positivo com centro 
em (a,b) tal que se (х,у) é um ponto no interior dessa vizinhança, 
então (х,у) está no domínio de f e fix,y) = fia.b). 

(it) Um valor máximo ou mínimo relativo de uma função é chamado de 
valor extremo relativo ou extremo relativo da Função, 

Considere, por exemplo, a superfície da Fig. 1 como o gráfico de uma função f 
а duas variáveis. O ponto P no cume da "colina" representa um valor 


[o 


Fig. 1 x (4,54 


EXEMPLO 
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máximo relativo def. já que fla,,b,) — a altura de Р acima do plano xy — é 
maior que todos os valores próximos de (х,у). Analogamente, o ponto О no 
fundo da “depressão” corresponde a um mínimo relativo, flas,bs). 

O ponto $ no “desfiladeiro” não é nem um máximo relativo, nem um 
mínimo relativo, já que aumentamos a altura sobre o plano xy quando nos 
movemos de $ em direção a Р, na colina, enquanto que diminuímos essa 
altura quando nos movemos de $ para o ponto А, na “borda” da superfície. 
Casualmente, R não representa um extremo relativo def, pois não há um dis 
co circular com raio positivo e com centro em (a4.b4) que esteja contido no 
domínio D def. Note que. por definição, um extremo relativo de uma função f 
pode ocorrer apenas em pontos interiores do domínio D de f — nunca em um 
ponto fronteira de D. 

Algumas vezes é possível localizar o extremo relativo de uma função f de 
mais de uma variável através de simples considerações algébricas ou pelo 
esboço do gráfico de f. Isto é ilustrado pelo seguinte exemplo. 


Seja a função f definida por х,у) = 1 — x? — y2. Encontre todos os extremos 


relativos de f. 


SoLUÇÃo 

Aqui, fix,y)=1— (2 + у?) ех? + y* = 0, ou seja, fix,y) = 1 para todos os 
valores de xe у. Desde que 10,0) = 1, fatinge um extremo relativo 1 em (0,0). 
O gráfico de f, um parabolóide de revolução em torno do eixo dos z, mostra 
claramente que f nào tem extremo relativo (Fig. 2). 


Fig. 2 


Suponha que / seja uma função a duas variáveis tendo um máximo 
relativo с = а,Ь) no ponto (a,b) (Fig. 3). Seja С a seção transversal de corte 
do gráfico de f pelo plano у = b, e observe que a curva С atinge um máximo 
relativo no ponto (a,b). Portanto se С é uma curva suave, ela terá uma 
tangente horizontal no ponto (a,b,c), pelo Teorema 1 da Seção 4 do Cap. 3. 
Desde que o coeficiente angular da reta tangente a C em (a,b,c) é dado pela 
derivada parcial fi(a,b). então fta,b) = 0. 


$ 


Fig. 3 
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TEOREMA 2 


EXEMPLOS 


Seccionando a superfície da Fig. 3 com um plano x = a e com raciocínio 
análogo, concluímos que, se fa(a,b) existe, então fi(a,b) = 0. Do mesmo 
modo, sef tem um mínimo relativo efi(a,b)e f4a,b) existem, então fi(a,b) = 0 
e fs(a,b) = 0. Assim, temos o seguinte teorema. 


Condição necessária para extremo relativo 

Seja (a,b) um ponto interior do dominio de uma função fe suponha que as 
duas derivadas parciais fi(a,b) e fja,b) existam. Então, se f tem extremo 
relativo em (a,b) é necessário que fi(a,b) = 0 e fa,b) = 0. 

Observe que a condição /i(a,b) = fala,b) = 0 no Teorema 1 pode tam- 
bém ser expressa como V f(a,b) = 0, Já que V f(a,b) = fia, b) + fab). 
Portanto, no ponto onde uma função possui um extremo relativo seu gra- 
diente ou não existe ou е о vetor nulo. Assim, temos a seguinte definição. 


Ponto crítico 

Seja f uma função a duas variáveis. Um ponto (a,b) no domínio de f tal 
que ou V f[a,b) nào exista, ou V fta,b) = 0, é denominado ponto crítico de f. 
Um ponto crítico de f'que está no interior do dominio de fé denominado ponto 
crítico interior do dominio de f 

Agora, o Teorema 1 pode ser reapresentado assim: Se uma função / tem 
um extremo relativo em (a,b), então (a,b) precisa serum ponto crítico interior 
do dominio de /. 

Portanto, para localizar todos os extremos relativos de f. começamos 
por encontrar todos os pontos críticos interiores a seu domínio. Alguns 
desses pontos críticos podem corresponder a extremos relativos; contudo, 
alguns deles podem ocorrer em “pontos de sela”, isto é, pontos críticos onde 
a função não tem nem máximo nem mínimo relativo. O ponto $, na superfície 
da Fig. 1, corresponde а um ponto de sela, assim o ponto crítico interior 
(ão bo), na Fig. 1, não é um extremo relativo para a função, (Note que o 
gráfico da função tem a forma de uma sela próximo ao ponto 5, na Fig. 1). 

A fim de encontrar os pontos críticos interiores da função е determinar 
quais deles correspondem a máximos relativos, mínimos relativos ou pontos 
de sela, o seguinte teorema (cuja prova é deixada para um curso de cálculo 
avançado) pode ser muito útil. 


Teste da segunda derivada 

Seja (a,b) um ponto interior ao domínio da função f e suponha que as 
primeiras e as segundas derivadas parciais de existam e sejam continuas em 
algum disco circular com centro em (a,b) contido no domínio de f. Assuma 
que (a,b) seja um ponto crítico de f. ou seja (u,b) = fda,b) = 0. Seja ainda 


(а,Ь) (а,Ь) | 
(а. Б)  fa(a,b)| 


А= = fila Б) (а b) — [fala b)P 


Então; 

(i) Se ^ > (ea b) + а,Ь) < 0. então ftem máximo relativo em 
(a,b). 

(i) Se A > Ое, Б) + falah) > 0, então f tem mínimo relativo em 
(a.b). 

(iii) Se À < 0, então f tem um ponto sela em (a,b). 

(iv) Se A = 0, então o teste é inconclusivo e outros métodos precisam ser 
usados. 


Encontre todos os pontos críticos do dominio das funções dadas, então 
aplique o teste da segunda derivada para decidir (se possível) quais desses 
pontos de máximos relativos, mínimos relativos ou pontos de sela ocorrem. 
Tix. y) ty = Be + 4y +2 

SOLUCAO 

Aqui, 

2; (х,у) = 2y +4. 

у) = Љу) = 0, Jas, y) = 2. 
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Para encontrar todos os pontos críticos. precisamos resolver o sistema 
de equações 


fi (x,y)= 0 
6) isto é 
Љу) = 0 
Neste caso, a única solução é x = 1, y = —2: daí, (1,—2) é o único ponto 


crítico de f. Calculando o valor de А do Teorema 2 no ponto crítico (1,-2), 
obtemos 


f(x,y) = 12ху — dx? y — 3xy? 


SoLuçÃo 

Nesse caso, 

х,у) = 12у — 8xy — 3y? = (12 — 8x — Зу)у, 
xy) = 12x — 4x? — бху = (12 — 4x — 6y)x, 
xg) -8* 

ху) = fala y) = 12—8х —6бу, € 
хуу) = —6x. 


Para encontrarmos todos os pontos críticos (x,y), precisamos resolver o 
sistema de equações 


|(12— 8x — 3у)у= 0 
I(12 — 4х— бу)х = 0. 
Obviamente, х = 0 e y = 0 é uma solução, ou seja (0.0) é um ponto crítico. 
Se x # 0e у = 0, as equações tornam-se 
[0=0 
|12- 4x — 0, 


ou seja, х = Зеу = 0 é uma solução е (3,0) é um ponto crítico. Sex = dey +0. 
as equações tornam-se 


dando o ponto crítico (0,4). Finalmente. se x # 0 e y # 0, o sistema de 
equações torna-se 


|[12—8х—3у=0 
112 — 4х — бу= 0. 


Resolvendo as últimas equações como de costume (digamos, por elimi- 
nação de variáveis) obtemos x = 1, у = Ya; daí. (1.3/5) é também um ponto 
crítico. 

Os pontos críticos de f são portanto (0.0). (3.0). (0,4) e (1.3/3). Caleu- 
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DEFINIÇÃO 3 


TEOREMA 3 


lando o valor de À para cada um destes pontos críticos, temos: 


1 Em (0,0), А = f11(0,0)f52(0.0) — [7,200.02 = 0 — (12)? = — 144, 
2 Em(3,0, А = fu Vaf 0) - [ha(.0)P = 0 — (- 12) = — 144. 
3 Em(0,4), A = fi.(0. Tolo. 4) = 0 — (-12} = —144. 
4 Em(L$), A= fal 201.8) = 64 — (—4)? = 48. 


Desde que А < 0 para os três primeiros pontos críticos (0,0). (3,0) e (0,4), 
s são pontos de sela. Em (1.4/3). temos A > 0ef(1,4/3) + faa(1,9/3) = — 32/8 
— 6 < 0; daí, a função tem máximo relativo em (1,48). 


4 


+y 


SOLUÇÃO 
Nesse caso, 


AEA (у) = 4), 
ЛЖ] = 1237, As) fa(x.y) 2:0, fale) = I2y*. 


A única solução para o sistema de equações 


(4 = 0 
lay 


éx = 0e y = 0; dai, (0,0) € o único ponto crítico de f. Assim, 


А = f1:(0,0)/22(0.0) — [л:0.0) = 0. 


e portanto o teste da derivada segunda não permite conclusão alguma em 
(0,0). Contudo, já que (10.0) = 0 e f(x,y) = x! + y* > 0 quando (х,у) + (0,0), 
está claro que / tem um mínimo relativo em (0,0). 


9.1 Extremos absolutos 
Contrapondo-se com a noção de extremo relativo. dada na Definição 1, 
introduziremos agora a idéia de extremo absoluto. 


Extremo absoluto 

Uma função fa duas variáveis tem um valor máximo absoluto fta,b) no 
ponto (a,b) de seu domínio D se ftx,y) = а,Ь) para todo ponto (x,y) em D. 
Analogamente, f tem valor mínimo absoluto fíc.d) no ponto (c,d) de seu 
dominio D se f(x.) = f(c.H) para todo ponto(x,y) em D. Um valor máximo ou 
minimo absoluto de fé denominado extremo absoluto de f. 

Na Fig. 2, a função f dada por f[x,y) = 1 — х? — у? na verdade nào tem 
apenas um máximo relativo. mas um máximo absoluto em (0.0). Contudo, na 
Fig. 1, o ponto P nào representa um máximo absoluto, já que a superfície 
atinge alturas superiores à de P quando nos movemos para a direita a partir do 
ponto de sela 5. 

E intuitivamente claro que uma superficie contínua e limitada precisa ter 
um ponto mais alto e outro mais baixo (ressaltando-se que a “casca” da 
superfície é considerada parte da superfície). Por exemplo, o ponto R na 
superfície da Fig. 1 parece ser o ponto mais baixo, enquanto o ponto mais 
alto encontrar-se-ia ao longo da parte que se eleva ao redor de Q. O seguinte 
teorema confirma nossa intuição a respeito desses fatos: contudo, sua prova 
será deixada para cursos de cálculo avançado de análise. 


Existência do extremo absoluto 

Seja f uma função a duas variáveis cujo domínio D não apenas seja 
limitado, mas também contenha todos os pontos de sua própria fronteira. 
Então f' tem um valor máximo absoluto e um valor minimo absoluto. 

Note que um extremo absoluto que ocorra em um ponto interior do 
domínio D de uma função fé automaticamente um extremo relativo de f. (Por 
qué?) Conseqüentemente, um extremo absoluto de f que não é um extremo 
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relativo precisa ocorrer em um ponto da fronteira de D (isto é, em um ponto 
de D que não é ponto interior). Daí, a fim de localizarmos o extremo absoluto 
de f, primeiro encontramos todos os extremos relativos e então comparamos 
o maior e o menor desses valores com os valores de f ao longo da fronteira de 
D. A técnica é análoga àquela usada no Cap. 3 para encontrar extremos 
absolutos de funções de uma variável e está ilustrada pelo seguinte exemplo. 


Uma placa metálica circular com 1 metro de raio está colocada com 
seu centro na origem de um plano xy e é aquecida de modo que a temperatura 
no ponto (x,y) é dada por T = 64 (3x? — 2xy + 3y? + 2y + 3) graus C, onde xe y 
estão em metros. Encontre a maior e a menor temperatura na placa. 


SoLUÇÃO 

Desde que 
e eT 
f'-66x—2y) e Ú=64-2x+6y+2) 
ox ду 


os pontos críticos dentro do disco circular são encontrados resolvendo o 
sistema de equações 


164(6х — 2y) =0 
\64(—2х + бу + 2) =0. 


A única solução x = —Ya, y = —?/s fornece exatamente um ponto crítico 
sobre a placa, a saber (—1/в,—/в). Para o teste da derivada segunda em 
(—7/s,— 2/8), precisamos dos valores 


PT PT 
a = (640), e == (6016) 


nima relativa de 
ба[3(—4)# — 2(-3)( 73) + 38)? + 208) + 5] = 296 graus С 


no ponto (— 1/s,— */s). 
Nesse caso, precisamos examinar os valores de Tao longo dafronteirax? 


+ y 1 da placa circular. Se fizermos 
[x = cos O 
ly = sen 0, 


então, como 9 varia de 0 a 27, o ponto (x,y) percorre a fronteira da placa. А 
temperatura no ponto correspondente a 0 é dada por 


T = 64(3 cos? 0 — 2 cos ( sen O + 3sen* O + 2 ѕеп0 + 5) 
= 64(3 — 2 cos sent) +2 sen + 5) 

64(8 — 2 cos 0 sen) + 2 sen 0) 

= 128(4 — cos 0 sen б + sen 0) 


\ 
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Desse modo, sobre a fronteira da placa, 


IT А à , 
T = 128(sen? 0 — cos? 0 + cos 0) = 128(1 — 2 cos? 0 + cos 0). 
а 


Os valores críticos de 0 sobre a fronteira são as soluções de 


1—2c0s? 0+cos0=0 ou 2cos?0— cos 1= 0: 


isto é, 
(2 cos 0 + 1)(cos 9 — 1) = 0. 
Assim cos 0 = —1/з ou cos 0 = 1, logo os valores críticos de 0 são 
2 4n 
hm RE =0. 
6 E 0 3" 9 = 0. 


Quando 0 = 27/3, temos 


2 2 8 
T= (4 = cos T sen T n E = 32(16 + 3,/3) 67828. graus С. 


Quando 0 = 47/3. temos 
e 4n 4 a Ж 
T= {4 = соз sen" + sen) = 32(16 — 3/3) = 345,72 graus С. 


Quando 9 = 0, temos 


Т = 128(4 — cos O sen 0 + sen 0) = 512 graus C. 


Sobre a fronteira da placa. a máxima temperatura é tanto 32(16 + 
3/3) = 678,28 graus C ea temperatura mínima é 32(16— NA 345,72 graus 
C. A temperatura mínima relativa de 296 graus C no interior da placa é menor 
do que a mínima da fronteira: daí, ela é temperatura mínima absoluta sobre a 
placa. Portanto, a temperatura mínima absoluta sobre a placa é de 296 graus 
C e a temperatura máxima absoluta é de 32(16 + 3/3) = 678,28 graus C. 

Em problemas aplicados é comum os extremos absolutos procurados 
requererem um tratamento rigoroso e uma análise exaustiva, como no exem- 
plo anterior. Contudo, em muitos casos, podemos confiar em nossa intuição 
física ou geométrica desenvolvendo uma análise informal envolvendo apenas 
um exame dos pontos críticos interiores. Tal procedimento informal está 
ilustrado no seguinte exemplo. 


EXEMPLO De uma folha de flandres com 12 centímetros de largura deseja-se obter uma 
calha dobrando-se as bordas da folha de iguais quantidades de modo que as 
abas façam o mesmo ángulo com a horizontal. Qual a largura das abas e qual o 
ângulo que devem fazer à fim de ter uma capacidade máxima? 


SoLução 

A Fig. 4 mostra uma seção transversal da calha. Aqui x representa a largura 
das abas e 0 о ángulo que as mesmas fazem com a horizontal. Precisamos 
maximizar a área z da seção transversal. Desde que os triângulos ABF e ECD 
têm !/alx cos Ө)(х sen 6) centímetros quadrados de área cada um e o retângulo 
x sen 6 BCEF tem área de x sen 0(12 — 2x) centímetros quadrados, segue que 


Fig. 4 


cos Ü sen 0 + x sen 0 (12 — 2x) centímetros quadrados. 
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Aqui, 
Oz 
EM 2 - 7 
S = sen 0 [x(2 cos 0 — 4) + 12], 
E = x[x(2 cos? 0 — 2 cos 0 — 1) + 12 cos 6]. 


Daí, os pontos críticos corresponderáo às solugóes do sistema de equa- 
ções 


|х(2 cos 0 — 4) + 12 = 0 
\х(2 cos? 0 — 2 cos 0 — 1) + 12 cos 0. — 0. 


Resolvendo a primeira equação para cos 8, obtemos 


Substituindo este valor de cos 8 na segunda equação, temos 


xfa +5) - (4-! - 


=0 ou 3x-12=0. 


-1|+м—? 


Daí,x = 4е cosg = 2 — ĉ/2 = 1/2. O ponto crítico, e portanto (assumimos) 
a solução desejada, é dado por 


x=4 polegadas e 0 = 60”. 

A solução x = 4 polegadas, @ = 60º, no problema acima parece tão 
razoável, geometricamente falando, que nem utilizamos o teste da derivada 
segunda para um máximo relativo. (O leitor cético é convidado a fazê-lo.) 
Naturalmente, se grande importância fosse associada a esse problema — por 
exemplo, no caso de comercialização da calha — não testaríamos apenas o 
máximo relativo, mas iríamos conferir se nossa solução corresponde a um 
máximo absoluto. 

Com relação à às funções de três ou mais variáveis, as considerações são 
análogas às feitas para funções de duas variáveis, exceto que o teste da 
segunda derivada torna-se mais complicado quando o número de variáveis 
independentes aumenta. Novamente, estes problemas serão deixados para о 
cálculo avançado. 


Conjunto de Problemas 9 


Nos problemas de 1 a 18, encontre todos os pontos críticos decada função, eentão 
teste cada ponto crítico para verificar se ele corresponde a um máximo relativo, 


mínimo relativo ou ponto de sela. 
51 fety 
"3 fesy)e (g1) 


-5 Лу) = x! + y* ES 
AP 


7 g(x y)=xy=x-—y 


“2 (ху) = +4 — у? —8x — бу 


4 g(x,y) 2X? — 3ху* + y? 


6 (х,у) = xsen y 


58 hay) = ее – е 
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F(x,y x,y,z) 

Sl, y) = x* + y* + 32x - 4y - 52 18 f(x yz)exy- xz 
Nos problemas de 19 a 22, encontre o máximo e o mínimo absoluto de cada função 

existir). 


= yºparax? + y? < 1. 


(х,у) =3 + 2ху + 4у? + 2х —3y + 1Ірага0 <x <1 e 


) - (х yy para < 


dix, y) = x* + yt + 4x +4y 10 /(х,у)=ху*+х?+у 
(х,у) = xy +3x + y 12 G(x,y)=senx + sen y + cos (x + y) 
Hx. y —3x -14 f(x,y)= xy(12 — 4x — 3y) 

( 

( 


(33 Uma caixa retangular tem um volume de 20 metros cúbicos. O material usado nos 

lados custa 1 cruzeiro por metro quadrado, o material usado no fundo custa 2 

cruzeiros por metro quadrado e o usado na parte superior custa 3 cruzeiros por 

| metro quadrado. Quais as dimensões da caixa mais barata? 

Um fabricante produz dois tipos de liga nas quantidades de x e y toneladas, 

respectivamente. Se o custo total da produção é expresso pela função ix, 

100+ y*— xy e a renda total é dada pela função R(x, y) = 100x — 
encontre о nível de produção que maximiza o lucro. 

BS O custo de inspeção de uma linha de operação depende do número de inspeções x e 

y de cada lado da linha, e é dado de acordo com a função C(x,y) = x? + у?+ xy — 20x 

— 25у + 1500. Quantas inspeções devem ser feitas de cada lado a fim de minimiz: 

custo? 

26 O telhado de uma casa consiste em painéis solares па forma de um retângulo 
encimado por um triângulo isósceles e tem um perímetro de P metros, onde P éuma 
constante dada. Se a casa está para ser construída de modo a coletar uma quanti- 
dade máxima de energia solar, mostre que a inclinação do telhado deve ser 1/43. 

27 A temperatura T em graus centigrados em cada ponto da região x? + y^ = 1 é dada 
por T= 16x? + 24x + 40y?. Encontre a temperatura nos pontos mais quentes e mais 
frios da região. 

28 Suponha que uma função f seja contínua e que seu domínio D seja limitado е 
contenha todos os pontos de sua própria fronteira. Suponha também que f nunca 
tome valores negativos е que fix,y, sempre que (x,y) seja ponto da fronteira de 
D. Se f tem exatamente um ponto crítico no interior de D, mostre que f tem seu 
máximo absoluto neste ponto. 

29 Encontre três números não-negativos x, y ez tais que x + y + z = 2001 eo produto 
xyz é o maior possível. Mostre que sua resposta corresponde a um máximo abso- 
luto. 

30 O potencial elétrico V num ponto (x, y) naregiào0 =х = 1e0-— y < | é dado por V= 

у — 32x* — 24y*. Encontre os potenciais máximo e mínimo nesta região. 

31 Explique por que um extremo absoluto que ocorre num ponto interior do domínio D 
de uma função f é um extremo relativo de f. 

32 Umcerto estado planeja suplementar seu ganho vendendo semanalmente talões de 
loteria. Uma pesquisa de opinião mostra que um potencial de 1.000.000 de talões 
serão adquiridos por semana а | cruzeiro cada. mas que 130.000 talões serão 
adquiridos por semana com 25 centavos acrescentados no preço de cada talão. 
Fixados os custos tais como impressão e distribuição dos talões, pagamento dos 
funcionários e publicidade. é esperado um total por volta de Cr$ 140.000,00 por 
semana. Sem referência ao preço por talão, é estimado que cada cruzeiro adicional 
(sobre a distribuição básica considerando-se os custos fixos) gasto em publicidade 
resulta na venda de um talão adicional por semana. O estado, por lei, precisa separar 
semanalmente um terço de seu ganho destinando-o como prêmio aos apostadores. 
Quanto deve o estado cobrar por um talão lotérico a fim de maximizar seus lucros, e 
qual o lucro máximo esperado semanalmente? 


2000y + xy, 
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Multiplicadores de Lagrange 


Na Seção 9 apresentamos um método para localização de extremos de 
funções com mais de uma variável. Nesta seção estudaremos o método dos 
multiplicadores de Lagrange para resolver problemas de extremos sujeitos à 
vinculos. Мер ЕЛ5 Ec 

Um típico problema de extremos vinculados requer que encontremos os 
extremos de uma função f de diversas variáveis quando estas não são inde- 
pendentes mas, sim, satisfazem uma ou mais condições dadas. chamadas 
vínculos. Os vínculos são especificados normalmente por equações, chama- 
das de equações de vínculo, envolvendo as variáveis em questão. Por exem- 
plo. considere o seguinte exemplo. 


Maximize o valor da função f dada por 
t 


f(x.y.z) = vÉ 


sujeita à condição i Jn ts 


onde g é a função definida por g(x,y х+у+?. 
SOLUÇÃO 
Aqui, a equação de vínculo g(x.y.z) = 420u x + y + 2 = 42 pode ser resolvida 
para z em função de x e y, obtendo 
¿=42 — E —)J. 
Portanto a quantidade a ser maximizada torna-se 
(х,у) = /(х,у,42—х— y) = xy(42 - x у), 
Se fizermos F uma [unção de x е у definida por 
Р(х,у) 202 —  — у), 


então nosso problema é simplesmente maximizar Р(х,у), е procedemos como 
na Seção 9. Nesse caso, 


t 
у(42—х—у)+Хху(—1)=5у(42—2х—у) е 


y 
x(42 — x — y) + xy(- 1) = «(42 — x = 2y), 


ou seja, os pontos críticos de F são dados pelas soluções do sistema de 
equações 


|у(42—2х—у)=0 
Ix(42 х — 2у) = 0. 


Resolvendo essas equações obtemos os pontos críticos (0,0), (0,42), (42,0) e 
(14,14). O teste da segunda derivada mostra um máximo relativo apenas em 
(14,14). Na verdade, x = 14, у = 14 dá um valor máximo absoluto de 


F(14,14) = (14)(14)(42 — 14 — 14) = (147 


A técnica usada para resolver problemas de extremos vinculados pode 
ser generalizada como se segue: Suponha que desejemos os extremos de 


Fene) 
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sujeita à condição 
g(x,y: z) = А, 
onde k é uma constante е as funções fe g são diferenciáveis. Assuma que a 


equação de vínculo g(x,y.z) = k possa ser resolvida para (digamos) 2 como 
uma função de x e у, ou seja 


z —h(x. y), onde g(x,y,h(x, y)) = К. 


A função fix, y,z) cujos extremos são procurados pode agora ser escrita 
como 
p: Dr As Lo 
Луз) = Sy hay) PF? 


Se definirmos a função F de duas variáveis por 


F(x,y) = fee y hs y) 


então nosso problema é simplesmente encontrar os extremos de F, e proce- 
demos como se segue. 

Considerando que a função д tenha derivadas parciais, pode-se aplicar a 
regra da cadeia à equação F(x,y) = Ax,y,h(x,y)) para obter 


er 07 ах o dom o | f Oh 


E dadas e 
дх дх ду дх 0z0x dx Ox 
or (af Әх ¿Y Oy, of Oh o ¿Yon 
ду ду ду) 0z ду бу drdy 
Desse тойо, os pontos críticos de F são soluções do sistema de equações 
@ of eh 
ar 4 El seio Ж 
Ox да Ox 


Diferenciando ambos os lados da equação g(x,y,h(x,y)) = kem relação axea 
y. usando a regra da cadeia, obtemos um segundo sistema de equacóes 


E. X. 20 = INE CI NET. 
PT àv is: Ox  Orüx 
ou 
+ 28 = о E! M Lo ph 
== O dO ду 


Os pontos críticos de F são portanto as soluções do sistema de quatro 
x a : equações 
EMA reto ce ey s au a 
ef B | mr | 
| 


d d us 
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Agora, considere que dg/0 + 0 e defina А) сото a razão 


(А é a letra grega lambda”). Resolvendo a terceira equação em função de 
0h/0x, obtemos 


daí, substituindo este valor de 9h /9x na primeira equação do sistema, temos 


/0z 
| =0 ou uma vez que 4 = — к. 
Е Do O 
(axi 


Do mesmo modo, resolvendo а quarta equação em função de àh/ày, e 
substituindo na segunda equação, temos 


Desses cálculos, concluímos que os pontos críticos de F são soluções do 
sistema de equações 


(A terceira equação vem йонны би денеде de À.) Note que essas trés 
equações podem ser escritas na forma da equação vetorial 


Ў Fo 
Vf +4Vg=0 ou Vf=—AVg. 


Oargumento acima mostra que no ponto onde f(x, y,z) atinge um extremo 
“relativo, sujeito à restrição g(x.y,z) = k. 0 gradiente de f precisa ser paralelo 
ao gradiente de g. 

Podemos formular agora o principal teorema desta seção. 


Método dos multiplicadores de Lagrange 

Suponha que fe g sejam funções definidas e tenham derivadas parciais 
contínuas num subconjunto D do espaço xyz, onde D consiste inteiramente 
em pontos interiores. Suponha que, em cada ponto (x,y,z) em D, pelo menos 
uma das três derivadas parciais g;(,y,z). ga(x,9,2) е ga(x,y,2) seja diferente de 
zero. Então os pontos (x,y,z) em D nos quais f tem extremos relativos, 
sujeitos à restrição 


g(x, y,z) = К, 


onde k é uma constante, podem ser encontrados como se segue: 
Da função u definida por 


щх,у,т) = fe yz) + Ag(x,y,2) 
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para (х,у,2) em D, onde A (que ё chamado de multiplicador de Lagrange) 
represen а uma constante a ser determinada. Então resolvendo o sistema de 
equagoes 


gi. yz) = К 


рага x, y. z e А. Diversas soluções podem ser obtidas, mas os pontos (x, 
desejados, onde f tem seus extremos sujcitos ao vinculo, estão entre ess 
soluções. 


INDICAÇÃO DE PROVA 

Uma prova rigorosa requer técnicas além do alcance deste livro; contudo, 
podemos dar uma indicação da validade desse teorema. Se u(x,y,z) = x,y ,2) 
+ Ag(x,y,z), então 


Vu- Vf +20; 


daí, as equações ди/дх = 0, ди/ду = Üe ди/д = O são equivalentes a Vu = 0, 
isto é, a 


Vf = -iÀ Vg. 
Contudo, a última equação significa que V fé paralelo a Vg, uma condi- 
ção que precisa ser satisfeita no ponto (x,y,z) onde f(x, y,z) tem um extremo 
relativo sujeito à restrição g(x,y.z) = k. 


EXEMPLOS Use o método dos multiplicadores de de Lagrange nos problemas de extremos 
vinculados. Ж 


x? + y? + z’ sujeita a 


1 Encontre os extremos da função f dada por fx, y,. 
condição x? + 2y? — 22 = 1. 


SOLUÇÃO 
Seja g a função definida por g(x,y,z) = х? + 2y? — 7° e seja ainda 


u= f(x.y.z) + Ag(x. y 


isto €, 
u= +y +z? + EN = 2) 


como no Teorema 1. Aqui, 


= = 2х += 21 +4)х, 


y += 2(1+25)у. € 
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Depois de dividir por 2, podemos escrever as equações du/0x = 0, du/dy 
= 0, еди/д2 = 0 quando (1 + A)x = 0. (1+ 2A)y = 0, e (1 — A)z = 0. Anexando 
a equação da constante, temos 


= 0 não é solução do sistema; daí, pelo menos uma 
sernáo-nula, e segue que 1 РА = 0, ou 1 + 24 = 00u1— 
1, оил = —!/s, ou À = 1. Рагал = — 1, a equação torna-se 


das variáveis preci 
A=0,istoé,A = 


ou seja y = 0,2 = 0 e x? = 1. Desse modo, quando A = —1, obtemos as 
wo; soluções (1,0,0) e (— 1,0,0) 
Analogamente, quando A = —Ya, obtemos x = 0,2 = 0 e 2y? = 1; isto é. 
gwar obtemos as soluções (0,/2/2,0). e (0.—3/2/2,0). Finalmente, quando À = 1, 
obtemos x = 0, y = 0e — 1. Visto que não há número real para o qual —z? 
= 1, não há soluções correspondendo a À = 1. Assim os pontos críticos são 
(E 1,007 E (0, +v/2/2,0). Em (+1,0,0), temos 


/(+1,0,0) = (+1? +P +0 = 1, 


e em (0,23/2/2.0) temos 
fO. +,/2/2,0) = 02 + (& /2/2p + 02 = 4. 


Já que nào foi apresentado um “teste da derivada segunda” para pro- 
blemas de extremos vinculados, precisamos usar meios algébricos ou geomé- 
tricos para decidir se os pontos críticos obtidos acima correspondem a 
máximos relativos, mínimos relativos ou pontos de sela. 

Na verdade, é a equação de um hiperbolóide de uma 
folha (Fig. 1), e Їх.у, x? у? + z*é o quadrado da distância da origem ao 
ponto (x, : daí, é geometricamente claro que (0,+/2/2.0) são pontos onde 
fix.y,2) assume valor mínimo absoluto, a saber f(0,=/2/2,0) = 1/2. Eviden- 
temente, f não possui máximo absoluto e (+ 1.0.0) são pontos de sela. 


Fig. 1 
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2 Encontre as dimensões de uma caixa retangular de maior volume possível 
que possa ser inscrita no elipsóide (xº/9) + (y2/4) + z* = 1, considerando que 
as arestas da caixa sejam paralelas aos eixos coordenados. 


SOLUÇÃO 


Seja (x,y,z) o canto da caixa no primeiro octante, ou seja, as dimensões da 
caixa são 2x, 2y e 2z, е seu volume é dado por 


V = (2х)(2у)(2:) = 8xyz. 


Assim precisamos maximizar V, sujeito à condição 


notando que 


Fazendo as derivadas parciais iguais a zero e anexando a equação de 
vínculo, temos 


Multiplicando as três primeiras equações por x/2, y/2 e 2/2, respectiva- 
mente, temos 


Adicionando essas três equações e usando o fato de que (x2/9) + (2/4) + 
1, obtemos 


[m 


ї+А=0; istoé, A2 —12xyz 
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Substituindo este valor de À na primeira equação do sistema original e 
simplificando, 


[yB -=)=0 
i xz(4 — 3?) = 0 
xy(1 — 32?) = 0. 


Paraum volume máximo é claro que x, y ez precisam ser positivos; daí, 
cancelando os fatores yz, xz e xy nas equações acima, obtemos 


0 4-32=0, e 1-32=0. 


3—x? 


Portanto, 


Encontre todos os pontos críticos da função f dada por flx,y) = Зх? — 2xy + 
5y? sujeita à restrição x? + 2yº = 6. 


SoLUÇÃO 
Aqui, f é uma função de apenas duas variáveis, mas o método ainda é o 
mesmo (problema 18). Formamos a quantidade 
u — 3х? — 2ху + 5y? + A(x? + 292), 
ouseja 


à 
M бе ву 2090103 +) E 


В 
Y —2х + 10у +4 y = 2[-x + (5 22]. 
еу 


Desse modo os pontos críticos desejados são encontrados resolvendo о 
sistema 
B +å- 
=x + (5 + 24)у = 0 
= 6. 


Multiplicando a segunda equação por 3 + ^ e adicionando-a à primeira, 
cancelamos o termo em x e obtemos 


(222 + 114+ 14)у= 0. 


Analogamente, multiplicando a primeira equação por 5 + 2А е adicio- 
nando-a à segunda e cancelando o termo em у, obtemos 


(242 + 112 + 14)x = 0. 


Já que a equação de vinculo x? + 2y2 = 6 é válida, não podemos ter x e y 
iguais а zero; portanto, o coeficiente (2A? + 114 + 14) nas equações precisa 
anular-se e temos 


222 + 1144 14= 0; istoé, (21+7(1+2)=0. 
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Segue que 
7 
cx оп A= a 
Fazendo А = — 7/2 na primeira equação do sistema, (3 + A)x — y = 0, 
encontramos que 
x 7 
=— = quando 4 = —-. 
ша. 2 
Substituindo у = —x/2 na equação de vínculo x? + 2y* = 6, obtemos 
=6, ou seja x= +2. 
Quando x = 2, y = -2/2 = —1, quando x = —2, y = 
Analogamente, fazendo А = —2, na equação (3 + А)х — у = 0, encontra- 


mos que 


y 


x quando Å= —2. 
Substituindo у = x na equação de vínculo x° + 2y? = 6, obtemos 


х? ф 2х? = 6, ou seja x= +42. 


Quando x = \/2, y = 2: quando x = у, у = Portanto os 
pontos críticos procurados são (2,— 1), (—2,1), (2 ND), e -v2,-vV2). 

O método dos multiplicadores de Lagrange é útil quando há mais deuma 
restrição; contudo, mais de um multiplicador pode ser usado então. Embora 
demos uma indicação desta técnica no problema 20, os detalhes serão deixa- 
dos para um curso avançado. 


Conjunto de Problemas 10 


Nos problemas de 1 a 9 use o método dos multiplicadores de Lagrange para 
Escontrar todos os pontos críticos de cada função f sujeita ao vínculo indicado 


Ё fix. y 


—-x'—y'—y comarestrição х? +у? = 1. 
3 


x? + 2/2 xy +4y?  comarestricio х? y? 


Зу 
5 fy 


) 

) 
3 Гу) = х2 +y? comarestrigáo 5x? + бху + 55! = 8. 
f )2x^- y? comarestrição 2x? + у? = 1. 

) 


=x+y? comarestição 2x*+y?*=1, 


6 /(х,у„г)=х°* + у? +z 


{7 f(x.y,z)=xyz coma restrição 


8 flxyz)=x+y?+2? comarestrição х+3у—22= 


9 f(xy=)=3x)+2y2+42” comarestrição 2х+4у—б6т= —5. 


10 Use o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar o ponto do plano 3x 
= 4у + z = 2 mais próximo da origem. 
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11 Ocustodo exame de taxas de uma certa organização depende do número de exames 
х е y em сада uma das centrais de acordo com a fórmula C(x,y) = 2x* + xy + у + 
100. Quantos exames devem ser feitos em cada central afim de minimizar os custos. 
se о número total de exames precisa ser 16? 

12 Deumalámina metálica deseja-se um cilindro circular reto tendo nas extremidades 
dois cones circulares retos. Mostre que, para um volume fixo, a área total da 
superfície é a menor possível quando o comprimento do cilindro é o mesmo que a 
altura de cada cone e o diâmetro do cilindro é \/5 vezes seu comprimento, 

13 O Serviço Postal especifica que a soma dos comprimentos e o perímetro de uma 
seção de corte de uma caixa retangular aceita para encomenda postal não podem 
ultrapassar a 100 centímetros. Quais as dimensões de tal caixa, de modo a ser 
possível enviar o máximo por meio postal? 

14 Um fabricante quer fazer uma caixa retangular para conter um volume fixo de V 
unidades cúbicas de um produto. O material usado nos lados custa a cruzeiros por 
unidade quadrada, o usado no fundo custa b cruzeiros por unidade quadrada, e o 
usado na parte superior custa c cruzeiros por unidade quadrada. Quais as dimen- 
sões da caixa mais barata? 

15 A base de uma caixa retangular, aberta na parte superior, tem o metro quadrado 
custando metade do que custa o pé quadrado dos lados. Encontre as dimensões da 
caixa de maior volume para um custo fixo se a altura da caixa deve ser 2 unidades. 

16 Mostre que os valores máximo e mínimo de Lx? + 2Mxy + Ny*, sujeito à restrição 
Ex’ + 2Ёху + бу? = 1, onde L, M, N, E, Fe G são constantes e EG — F” > 0, saoas 
raízes da equação quadrática 


(EG — FP — (LG – 2MF + МЕ) + (LN - М?) = 0. 


17 Suponha que se deseje encontrar os valores críticos da função f de duas variáveis 
sujeitas ao vínculo (х,у) = k. Considerando que f e g tenham derivadas parciais 
contínuas, que g(x, y) + 0, e que a equação g(x,y) = k possa ser resolvida para yem 
função de x, mostre que V fe Vg são paralelos no ponto crítico. 

18 Usando o resultado do problema 17, estabeleça criteriosamente um “teorema para 
método dos multiplicadores de Lagrange” para funções de duas variáveis. 

19 Na Fig. 2, considere que a curva g(x,y) = k pertença a um campo escalar dado por w 
= fixy). No ponto (a.b) sobre a curva o vetor normal é Vg(a,b). Suponha que 
Vfta,b) não seja paralelo a Vg(a, 5). Em qual direção deve-se mover através de (a,b) 
ao longo da curva a fim de (a) aumentar o valor de w, (b) diminuir o valor de w 
Explique geometricamente por que. num extremo de f sujeito ao vinculo g(x,y) 
Vf é paralelo a Vg. 


vía, bd 


| ы 


Еір. 2 


20 Suponha que desejemos encontrar o extremo de fIx,y,2) sujeito a dois vínculos. а 
saber g(x,y,z) = k e G(x,y,z) = К. Mostre que. em tal extremo, existem duas 
constante A e u (os multiplicadores de Lagrange!) tais que 


ҰЃ+ 2 д + и УС = 0. 


Considere que f e g tenham derivadas parciais contínuas e que o sistema de 
equações de vínculo possa ser resolvido para duas das variáveis x, y ez em termos 
de uma terceira. 
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Conjunto de Problemas de Revisão 


“Nos problemas de 1 a 4, encontre o domínio de cada função, esboce o domínio e 
EssFique os pontos interiores do domínio. 


р.) = 2 ху) = in (2 у — 4) 


826.) = 4 fixy 


3y 


[E Seja fuma função de quatro variáveis definida por fl 


(a) r(t—12.1) (b) /(3,2, 1,2) 
fe) f(a 62, г, d?) (d) o domínio de f 


+24) = 3xyzw*. Encontre 


Nos problemas de 6 a 8, calcule o limite, se existir. 


-y ; 1 + у?) ѕепх 
z 7 dim p igy EP 
E. 0) Try Tu y Gan.) X^ + Y^ 00900,0) 
Nos problemas 9 e 10. mostre que cada função é descontínua em (0,0). 
# + h x * 
гү gt aoo eis dn 
Е-е ю кр) [o Аан з bx. 
0 ағыу para (х,у) = (0,0) 


Nos problemas de 11 а 24, encontre as primeiras derivadas parciais de cada 


13 /(х„у)= ye + xe 


y —sen(xy?) 15 g(x.y)= In (3 — 16 Щу) = | e di 


Шу) = х + 7ху* Sy? 12 g(x,y)= 


MO f(x. y)=> 


E a(x. y) = In (x + 
Bo 10.82) 


19 g(x,y) =e 7 tan (x + y) 


sen @ 


BR (svi) = tan Es + 33 /(хуув) = е estilo) B орца) = ай воал 
xo E 
êw би 
Mostre que — + =. № 
dx ду 
2 2 Ow 
Sew = х?у + у= + mostre que — 


дх 


127 Suponha quem = cos(Sx— By + 7z)eseja À 
А é perpendicular ao vetor B = 107 + — 6k 


[28 Encontre (2xi + yj  2zk)- Vf se f(x,y,2)= 


Seja flx,),2) = tan (y*e*). Verifique que (xf + "Jay V f = 0. 

No ponto (2,\у/ 5,4) sobre a esfera x? + y? + z? = 25 uma reta tangente é paralela ao 
plano хт. Encontre о ângulo entre esta reta tangente e o plano xy. 

Encontrea е (a) da reta normal e (b) do plano tangente à superfície xyz = 8 no 
ponto (2,2,2 

Dois lados A um triângulo е o ângulo entre eles são x. y ef, respectivamente. 
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Encontre a taxa de variação da área com respeito a cada uma dessas quantidades 
quando as outras duas são mantidas constantes. 

33 Seja flx,y) = x*y. (a) Encontre df. (b) Use o resultado do item (a) para encontrar 
uma aproximação para (5,04)*(2,98). 


34 Encontre uma aproximação linear para a função f definida por Fis — 


próximo ao ponto (х,у) = (/2,1/9). 

35 Um cilindro metálico com raio 4,02 centímetros e altura 8,03 centímetros é trans- 
formado em um com raio 4 centímetros e 8 centímetros de altura por torneamento. 
Aproximadamente quanto material é removido? 

36 Um muro de 4 metros de altura corre paralelo à parede de um edifício e a 3 metros 
deste. Uma pessoa na janela do edifício olha diretamente sobre o muro para um 
ponto P no chão. Os olhos dessa pessoa estão a 8 metros acima do chão. Se o muro 
fosse 3 centímetros mais alto e 4 centímetros mais distante do edifício, aproxima- 
damente quão mais distante estaria o novo ponto P (a) do edifício e (b) dos olhos da 
pessoa”? 

37 Ser = Vx" у + 27e R = xi + yj + zk, mostre que (a) R-Vr=r eR V(r) = 27. 

38 Suponha quey = rsen6. Se valores errados são usados parar e Ө, explique por que o 
erro aproximado no valor resultante de у não excede a | cos 6| |A6| + | sen 9] |Arl, 
onde Аб e Ar são os erros de 6 ег, respectivamente, sendo estes pequenos. 

39 Calcule dp se р = e"? sen (9 — $), Ө = 0, $ = 7/2, 40 = 0,2, e do = —0,2. 

Nos problemas de 40a 46, usea regra da cadeia para encontrara derivada indicada. 


2w à 
40 w Ew a f. 
8r ds 
ðw д 
4l w=2% E ear yu 2 E rns 
ди дь 
42 Ји) = cos (u + v), аку) = + Y^, hoy) = х®— y^ Р(х,у) = Sul y) hes у)); Fa 
eF, 
" ди 
43 w=| e dt x-2r-s y е —. 
de 05 
ди 
44 u= f(x — yo > E 
w= (0—3 +5) ду 
45 /(u,0) = cos (uc). а(х) = Ух, Во) = ў х, FG) = Fale), ВО): Р 
T 
46 w—tan !(w) u- e, 0 = goi Y 
dx 


47 Seja fuma função definida por f(x,y) = e“, e sejam g e h funcóes tais que 2(3) = 5, 
26) = —2, А) = 4, e h'(3) = 7. Se K(f) = fle(t), (1). encontre K'G). 


E z=% 


48 Se fé uma função diferenciávele w= ie | encontre a diferencial 


xy" ху 
total dw. 
49 Suponha que w = f(x,y), x = r cos @, e y = r sen. Se f(0,1) = 2ef40,1) = —3, 
encontre 
(a) 2º quando (1.0) = (1,3) (o) ® quando (в) = (1,3) 
=[1,5). — quando (1,0) = (1,5). 
venda 7,0) 5 ap 9 т, E 


50 Se f é uma função diferenciável a duas variáveis tais que Д1.) = 1, fi(1,) =a e 
fi.) = b e se р(х) = Дх, fix. Rx,x))), encontre (a) g(1) e (b) g (1). 

51 Se f é uma função definida por flx,y) = x sen y, encontre (a) filx,y) e (b) (х,у). 

52 Se w = 4х? + 3x*y — 32yº, encontre a derivada direcional de w na direção do vetor 


Е no ponto (1,—1.3). 


53 (a) Encontre a derivada direcional de x =x*y no ponto (1,3) na direção do vetor 


e 51; 5n. 
unitário i = cos — | -- sen — j. 
6 6 
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(b) Qual o valor máximo da derivada direcional de w = x?y em (1,—3) e em qual 
direção é obtida? 

54 Encontre o ángulo tal que a derivada direcional w = x* + 1/4? no ponto (1,2) é 
máxima na direção do vetor 4 = (cos 6) (sen 8) e encontre esse valor máximo. 

55 Encontre dy/dx se y senx — x cos y 

56 Se féumafunção diferenciável e f(x, y, 
еу = —7 se f(3,-7) = 2 e (3,7 

57 Areia é derramada num monte cônico na velocidade de 4 metros cúbicos por 
minuto. Num dado instante, o monte tem 6 metros de diâmetro e 5 de altura. Qual a 
taxa de aumento da altura nesse instante se o diâmetro aumenta na velocidade de 2 
centímetros por minuto? 

58 Um pedaço de cobre na forma retangular tem dimensões de 2, 4 e 8 centímetros. 
Devido a aquecimento, as arestas aumentam em 0,001 centímetros por minuto. 
Qual a taxa de variação do volume? 

Nos problemas de 59 a 62, encontre a equação do plano tangente ea reta normal a 
cada superfície no ponto indicado. 


0. 
0, encontre o valor de dy/dx quando x = 3 


59 23 + уЗ xà — 3хуг = 8; (3,3,2). 
E ue (15,38,25), 


61 2 + 3х2 2у = 0; (1,7,2), 


62 5x? + 4y? + 27? = 17; (—1,1.2). 


2 m 
= 251 +12. Ache (a) x ame 
СА 


63 Seja w = е, x —s? + 251, e 


64 Seja w = f(u,v), u = g(x,y), e v = (х,у). Assuma que f, g ей tenham segundas 
ĝ 


" БУР и Qu ou Qv 
derivadas parciais e que — =— e “= = — — Mostre que 
Ox ду ey Ox 
Ow Ow ёи\2 | [Ov] [Pw Ow 
a vas Na) + “Vad ta) 
ёх ду ex. [229 ди др 


Nos problemas de 65 а 68, encontre os máximos é mínimos relativos de cada 
função 


6 /(х.у)= 


= у t2x-4y3 


66 g(x,y) = х? — 4y? 


67 h(x, y)= ху(3 — x — y) 
68 Р(х,у) = 3х2 + 2y? + 3xy — 66x — 58у + 1600 
Nos problemas de 69а 71, use о método dos multiplicadores de Lagrange para 


Encontrar os pontos críticos de cada função sujeita ao vínculo indicado. Em cada caso 


indicar se o ponto crítico corresponde ao máximo ou mínimo relativo (ou absoluto) ou 
še é um ponto de sela 


Ө /(х,у)= 
20 у(х, у=) = х2 + у +z? comarestrção ax+by+c2+d=0, 


2 +y* comarestrigáo x+y-1=0. 


7A (х,у) = х+у comarestrição x?-- y! = 1. 


72 Um tanque retangular de metal é aberto na parte superior e enchido com 9 metros 
cúbicos de um líquido. Encontre as dimensões do tanque tal que a superfície do 
metal em contato com o líquido seja mínima. 

73 Mostre que uma caixa retangular (sem a parte superior) feita com S unidades 
quadradas de um material tem volume máximo quando é um cubo, 

74 Haverá N talões de loteria para serem vendidos a p eruzeiros por talão, sendo que A 
eruzeiros serão gastos em publicidade. Cada x cruzeiro acrescentado no preço do 
talão resultará em Bx talões vendidos. Fora os custos de publicidade, um investi- 
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mento fixo de К cruzeiros é necessário para operar a loteria. O prêmio total, em 
dinheiro, distribuído entre os vencedores será de 100К por cento do ganho com a 
venda dos talões. É estimado que cada cruzeiro adicional gasto em publicidade 
resultará em С talões adicionais vendidos, sem referência ao preço do mesmo. 
Encontre (a) o preço do talão e (b) o investimento em publicidade que maximizará o 
lucro com a loteria. Também encontre (c) o número de talões vendidos quando o 
lucro máximo é obtido e (d) o lucro máximo. (Suas respostas ficarão em termos das 
constantes p, А, B, K ke C.). 

Um fabricante produz navalhas e lâminas de navalha a um custo de Cr$ 0,60 por 
navalha е Cr$ 0,30 por dúzia de láminas. Se ele cobra x centavos por navalha e y 


6 x 10º 48 x 107 


centavos por dúzia de lâminas, ele venderá emis navalhase - 
xy 


dúzias de láminas por dia. Qual o preço a cobrar pelas navalhas e pelas lâminas de 
modo a maximizar seu lucro? 


INTEGRAÇÃO MÚLTIPLA 


No Cap. 6, introduzimos e estudamos a integral definida (Riemann) para 
uma função de uma só variável. Neste capítulo, estendemos a noção de uma 
integral definida para funções de duas ou mais variáveis de um modo naturale 
usual para obter integrais múltiplas. Sabemos que muitas das integrais múlti- 
plas encontradas em aplicações elementares da geometria e e das ciências 
físicas podem ser calculadas em termos de integrais repetidas — isto é, 
integrais repetidas definidas — no sistema de coordenadas cartesiana, polar, 
cilíndrica ou esférica. O capítulo também inclui integrais de linha, integrais 
de supe: o, teorema de Green, teorema de Stokes e o teorema da divergén- 
cia de 


Integrais Repetidas 


Na Seção 3 do Cap. 16 calculamos derivadas parciais de funções de 
várias variáveis, considerando uma das variáveis independentes como sendo 
constante e diferenciando em relação às variáveis restantes. Do mesmo 
modo, é possível considerar uma integral indefinida como uma função em 
relação a uma dessas variáveis, enquanto consideramos temporariamente as 
variáveis restantes como sendo constantes. Por exemplo. 


3 
" " Р 
|у? аху? | х®4х= у 3 +0 


y 
Edo E 
г 


[y ду = x | y ay= 


Observe que a variável de integracáo é claramente indicada pela diferen- 
cial dx ou dy sob o traco da integral. 


No cálculo acima | x'y? dx, tomamos temporariamente y constan- 


te; contudo, valores fixos diferentes de y poderiam requerer diferentes calo- 
res da constante da integração C. A possível dependência de C por y pode ser 
indicada escrevendo-se C(y) ao invés de С; isto é, podemos considerar a 
constante de integração como uma função de y e escrever 


ERR] 
žy dx =" + Cy) 


Igualmente, integrando em relação a y, escreveríamos 
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As integrais acima são justamente os análogos para a integração indefi- 
nida das derivadas parciais por diferenciação, e elas poderiam ser chamadas 
“integrais parciais”. Contudo preferimos chamá-las integrais em relação a x 
оца у 


Sef (x. y) = x cos y, ache | [(х,у)4х e | fix. y) dy. 


SoLucáo 
E А - 2 
| Ју) dx = | x COS y dx — cos y | x dx == cos y + C(yk 


| f(x у) dy = | x cos y dy = х | соз y dy = x sen y + K(x). 


Agora suponha que fé uma função de duas variáveis tais que, "A 
valor fixo de y, f[x, y) é uma função integrável de x. Logo, para cada v: 
de y, podemos formar a integral definida 


b 


| О, y) dx. 


a 


Além disso, para diferentes valores fixos de y, podemos usar dii 
limites de integração a e b; isto é, a e b podem depender de y. Tal de; п 
pode ser indicada pela notação usual de função, е a integral torna-se 


¿bi 
| Tx. у) dx. 


E 
d 
Calcule | ye?! dx. 
ad 


SOLUÇÃO 
Tomando y temporariamente constante e integrando em relação a x, обе 


Portanto, 


n y? 
уе” ах = [е® С = e 4 coy] [e etg] 
“ny ln y 


-e ema Су) =p. 


No exemplo precedente, note que a “constante” de int: 
cancela-se normalmente durante a integração definida. Portanto 
lidamos com integrais definidas, não há necessidade de escrever a 
tante” de integração 

Observe também que a integração no exemplo anterior se dá 
а x; logo, os limites de integração devem ser substituídos por x dep 
realizada a integral indefinida. Para enfatizar isto, pode-se escrever 


р e=b(y) ] х= bu) «HO 
Fly) dx = | гез e | Л) Ee 
х=щу) E =aly) * yix) 5 
„у= (х) 


Note que a quantidade | (х,у) dy depende somente ШЕШ 


у= аб) 
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enquanto a quantidade | f(x,y) dx depende somente de y. Conse- 
¿s=a(y) 

qúentemente, podemos definir funções F e G das únicas variáveis x e y, 

respectivamente pelas equações. 


Em muitos casos, us funções F e G são por si próprias integráveis, e 
podemos escrever 


hix) 


fy) 7] dx; е 


=gtx) 


(у) 


Í лк) |. 
х=) 


As integrais acima são chamadas integrais repetidas, e são comumente 
escritas sem os colchetes e com a mais simples notação para os limites de 
integração, logo: 


ү | f(x. y)dy dx = | 


"yn 


‚му 
з) ахау 


e бшу) 


Note que, a fim de calcular 


„4 „ху 
Tx, у) dy dx, 


"ge 


primeiro integramos f(x,y) em relação a y mantendo x fixo. Os limites de 
integração g(x) e h(x) dependem deste valor fixo de x, e assim resulta а 
quantidade, 


six) 


Tx, у) dy. 


EL 


Então integramos a quantidade posterior em relação a x (agora, considerando 
x como uma variável) entre os limites constantes de integração c e d. 
Por outro lado, a integral repetida 


.d му) 
| FG y) dx dy 


c als) 


envolve uma primeira integração de f(x,y) em relação a x, mantendo y fixo, 
entre os limites de integração a(y) e b(y) seguido por uma integração da 
quantidade resultante em relação a y entre os limites constantes de integração 
ced. As duas sucessivas integrações requeridas para calcular uma integral 
repetida são executadas na ordem em que as diferenciais (dx e dy nas integrais 
acima) aparecem, lendo da esquerda para a direita. Contudo, os correspon- 
dentes limites de integração são associados com os traços de integrais lendo o 
“avesso”, isto é, da direita para a esquerda. 


Calcule as integrais repetidas dadas. 
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2 „З 
1 [ | x?y) dy dx 
5790. 


SOLUÇÃO 
E il E 
| | x?y! dy dx = | 
5-170 "x 


2 


A integral posterior pode ser calculada usando a substituição u = 16 — x*, 
seguindo-se que du = — 2x dx, xdx = — a du e (3х[2)ах = —?/adu. Visto queu 
= 16 quando x = 0 e u = 0 quando x = 4, temos 


SoLucAo 


¿ny x [у e 
| [ sen Ydxdy- [ | sen? dx 
"0*0 y Y» Ile y 


pm х |a 
dy= l^ cos — | | dy 
|, y 


‚= [ (y y cos y) dy 


"0 


ydy— | y cos y dy == 
o to 


— (y sen y + cos y) 
o 


lo 
2 2 


=E — (x sen n + cos л) + (0 sen0 + cos 0)=E +2. 


E: 
(A integral | ycos ydy foi calculada usando integrações por partes.) 
70 
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Eonjunto de Problemas 1 


124, execute cada integração, considerando-se todas as variáveis, ао 
de integração, temporariamente constante. Escreva corretamente a 
de integração como uma função das variáveis que foram fixadas durante a 


г dy 
) | xb yi 
E. Ja а [dx 
к my : 
5 е 6, calcule cada integral 
—À 
y^ sen x dx 6 | ye? dy 
2 #у=з 
7 а 28, calcule cada integral repetida. 
2 a 43 
> dy dx 8 Y dy dx 
oto 
A pt 
Í xe? dy dx 10 ye dx dy 
B to to 
1 a m2 
j xy cos (xy?) dy dx 12 | senx соз y dx dy 
LJ 70 `0 
: E 
qo É Jj, ни 
2 Jr -— 
[x dx dy 16 | | sen (zx) dy dx 
o "5 tu 
Bx d 4 x27 
NETT 18 hay dx 
"tue i£. VIY 
m3 зейг dy dx 4 „1 
——— 20 s? In tt ds dt. 
E. + Jal 
ави „Ле? у 
ШЕ] | estavas 2 [ye ах dy 
6 "а. "0 “o 
Faz . Ecoso „®/6 „зссу!апу 
mi | $ cos 8 dġ að aj f х3 cos! y dx dy 
n "$e *à 
К>. =» „т „3 созф 
BS | | оаа 26 | | Osengdodo 
170 "0*0 
E ue "e 
me] | 4e™ cosx dy dx 28 | sds dt 
o “y “o “E 


В Sejam a, b, се d constantes e sejam f, F e & funções de duas variáveis tais que 


olx, y) = F(x. y). Mostre que 


Дн) ко) е E 


Глаза = 40,0) – баа) — 6.5) + esa). 


асе 
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30 Com а notação do problema 29, е fazendo as neces 
existência e continuidade das requeridas derivadas pare 


b 


MEC) 


4 
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ias suposições sobre a 
is. mostre que 


.4 b 
dxdy=| | Ру) dy dx 


2 A Integral Dupla 


Na Seção 2 do Cap. 6 definimos a integral definida (Riemann) de ш 
função f sobre um intervalo fechado [a.b] como um limite da soma 
Riemann. Essa definição foi sugerida pelo problema do cálculo da área sob 
gráfico de fentrex = a ex = b. Agora, se fé uma função de duas variáveis e 
é uma região no plano xy. que está contida no dominio de f, podemos formul; 
um problema análogo no espaço tridimensional, pela consideração do volui 
V mostrado na Fig. 1. 


Assim, sef(x,y) = б para (х,у) em R, perguntamos pelo volume do sóli 
que é limitado acima pelo gráfico de f, abaixo pela região R, е lateralme: 
pelo cilindro sobre o limite de R cujas geratrizes são paralelas ao eixo 
Falamos deste sólido como ““o sólido abaixo do gráfico de fe acima da regi: 
m. 

Nesta seção consideramos os problemas de cálculo do volume V 
mesma forma que os dois problemas bidimensionais, análogos, no Cap. 
obtendo cada vez melhores e melhores aproximações para V (chamas 
somas de Riemann), e obtendo V como um limite de tais aproximações. E: 
limite é chamado de integral dupla de f sobre a região К e е escrito co 


[fes v) da dy. 


R 


io da integral dupla, em sua generalidade, é 
apropriado para cursos me ancados. Para nossos propósitos consid 
mos R como uma região admissível bidimensional (Cap. 6, Seção 6. 1) onde: 
contém todos os seus pontos limites, e que Fé uma função continua em 
Separamos R em pequenos retángulos da mesma forma que separam 
intervalo de integração em pequeno subintervalo no Cap. 6: contudo, co: 
deramos somente partições "regulares ", nas quais todos os pequenos reta 
gulos são congruentes. 

Visto que R é uma região admissível, é limitada, e pode, portanto, sj 
incluída em um retângulo a = x = b, c = у = d no plano xy (Fig. 2). 


O problema da defini 
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(a.d) (b,d) 


10.) 


Fig. 2 


Dado um inteiro n, repartimos este retângulo em nº sub-retângulos 
congruentes, como se segue: 


1 Divida o intervalo [a,b] em n subintervalos de igual comprimento Ах = 


pela consideração dos pontos 


Xo = d, XQ = Xo + Ах, X3 = ху + Ах, -1 + Ах=Ь. 


2 Dividao intervalo [c,d]em n subintervalos de igual comprimento Ау = 


pela consideração dos pontos 


Yo ©. уз = Yo + Ду, Ya 


iss Me = Ber Ай = 


3 O interior do retângulo a < x < b, c £ y < d, forma uma rede 

Yerticaisx = xo, X = Xj X — Xp ....Х 

= x, е segmentos de retas EY = уу = уу = Vos PS Ya 

(Fig. 3). Esta rede divide o retângulo em nº sub-retângulos convergen- 

tes, cada qual tendo área Ax - Ay. Um destes sub-retângulos é mos- 
trado na região hachurada da Fig, 3. 


ное дыт. 


Fig.3 


Chamamos a esta decomposição do retángulo a x x x b, c x y x demn? 
sub-retângulos congruentes de partição regulare nos referimos a cada um 
dos nº sub-retángulos como uma célulada partição. Algumas destas células 
podem estar contidas na regiao А, algumas delas podem estar situadas fora, e 
algumas delas podem interceptar a fronteira de R. Agora, desprezamos todas 


CÁLCULO 


as células que não tocam a região R e numeramos as células restantes (que 
tocam R) de uma maneira conveniente, chamando-as de AR,. ARS, ARS, .... 
AR. Com certeza cada uma destas células tem uma área Ax · Ay e, juntas, 
elas contém a re; R e aproximam-se de sua forma e sua área (Fig. 4). 


my 


Fig. 4 


Quando n cresce. a rede torna-se mais fina e a aproximação é melhorada. 

Por analogia com a noção de uma partição estendida, considerada no 
Cap. 6, escolhemos um ponto dentro de cada uma das células AR, АК... 
AR y, tendo a certeza de que cada ponto escolhido pertence à região R. Para 
exatidão. referira-se ao ponto escolhendo a A-ésima célula AR; por Gi. vi 
para k = 1, 2, ..., т. 

Agora considere o sólido abaixo do gráfico de f e acima de célula AR, 
(Fig. 5). Note que este sólido é aproximadamente um paralelepipedo e 
tangulo, com base AR, de área Ax.Ay, e com altura fixi, ук). Seu volu- 
me é aproximadamente 


Ff vt) Ax Ay. 


Somando os volumes aproximados correspondentes a cada célula АЙ 


АК,, АКы, nós obtemos a aproximação 


E) Ах Ау 


para o volume total abaixo do gráfico de f e acima da região R. Por апа й 
com a terminologia introduzida no Cap. 6. a soma 


Fig. 5 


EXEMPLO 
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é chamada uma soma de Riemann, correspondendo a dada partição esten- 
dida, O limite de tais somas de Riemann, quando a partição torna-se mais е 
mais fina (no presente caso, quando п tende a +), é chamada de integral 


dupla de f sobre R, e escrita como | | Fx. y) dx dy. Logo. pela definição, 
R 


ye if Р(х.) dx dy= lim Y (х yf) Ax Av. 


ü n- "00 h=1 


desde que о limite exista. 


Aproxime a integral dupla | | х?у* dx dy. onde R é a região interior ao 
x 


círculo л? + у? = 1. Usea partiçãoregulardo retângulo -1 x xx 1,1 yx 1 
em quatro células congruentes e use os pontos médios das células para 
ampliar a partição (Fig. 6). 


Fig. 6 


SoLucáo' 
Cada uma das quatro células tem dimensão Ax = le Ay = 1. Aquifíx,y) 
gh. 


e а soma de Riemann 


4 4 
Y fotu) Ах Ay = Y Gt (Ж MU) 
к=1 кез 
é dada por 
name ауе i m av m 1 
-3 5) +z Ee i 3) Ta A8 
Portanto, 
|| xiy*dx dy = B (XEP(* is 
па Aa P 16 


R 
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Agora considere uma região R no plano xy e seja /uma função constante 
definida para, 1 para todos valores de x e y. O gráfico de fé o plano 
horizontal т 1. Neste caso, escrevemos a integral dupla 


[аә dx dy simplesmente como I dx dy. Neste caso, I dx dy repre- 
R R к 


senta o volume do cilindro de altura A = 1 com base А (Fig. 7). Se А é а геа 
da região R, então o cilindro tem volume V = ЛА = 1.A = 84. de modo que 


А= | | dx dy. 


R 


Portanto, | | dx dy é numericamente igual à área da região R. 
Ж 


Fig. 7 


Seja R o interior do triângulo no plano cujos vértices são A = (0.0), В = (1.2) е 
C = (5.14). Calcule || dx dy. 

R 
SOLUÇÃO 


Pelo Teorema 4 na Seção 4.2 do Cap. 15. a área do triângulo ABC é o valor 
absoluto de 


opi 
1 
51 21 1 14—10) =2. 
5 14 1 E 
Portanto, [| dx dy =2, 
R хз O 


Se uma função f tem valores náo-negativos sobre a regio R, então 


II JG, у) dx dy pode ser interpretada como o volume V do sólido abaixo do 
R 


gráfico de f e acima da região R. Frequentemente V pode ser encontrado 
pelos métodos apresentados no Cap. 7 (fatias, discos circulares. figuras 


cilíndricas e 


assim por diante), e desta forma Ј(х, у) dx dy pode ser 
| Гоу) dx dy 
R 


calculado 
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EXEMPLOS 1 Seja R a região interior ao círculo x? + у? = 4 e seja f definida Дх,у) = 


м — Calcule (| f(x,y) dx dy. 
R 


SOLUÇÃO 

O gráfico de fé um hemisfério de raio r = 2 unidades e a região R forma a base 
deste hemisfério. O sólido acima de R e abaixo do gráfico de fé, portanto, um 
sólido hemisférico de raio г = 2 unidades (Fig. 8): logo, seu volume vale 


Fig. 8 


Portanto, 


[AA as = 169, 

R 
2 Ѕеја К a região retangular constituída por todos os pontos (х,у) tais que 0 = x 
= 1еб <= у = 2. Defina afunciofporflx,y) = 2+ y — x. Calcule || f(x, y) dx 
dy. 


SOLUÇÃO 


R 


O gráfico de féum planoz = 2- y xe || ftx) dx dy éo volume do sólido 


R 
abaixo deste plano e acima do retângulo A (Fig. 9). Determinamos este 
volume pelo método do corte, usando o eixo x como eixo de referência e 
tomando-se seções perpendiculares ao eixo de referência como na Fig. 9. À 
seção, a x unidades da origem, é um trapezóide com vértices (x,0,0), (x,2,0), 
(x,2,4 — x) e (x,0,2 — x). As duas bases paralelas destes trapezóides têm 
comprimentos 2 — x unidades e 4 — x unidades e a distância entre estas bases 
vale 2 unidades: logo, a área do trapezóide é 


(= к) (=) 
= = 


A(x)=2 6—2xu.a 


O volume V do sólido é, portanto, dado por 


E E 
V=| A(x)dx— | (6—2x)dx = (6x—x?)| —5uv. 
=p “o 
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seção reta 
do solido 


Fig. 9. x 


Conseqüentemente. 


If (Q+y—x) dx dy 
E 


2.1 Propriedades básicas da integral dupla 


Na discussao acima, consideramos somente integrais duplas || Hx.y) 
ү 


dx dy nas quaisf[x,y) 2 0 vale R para todos pontos (x,y) em R. Se a condição 
posterior não acontece. podemos ainda formar somas de Riemann corres- 
pondentes à partição regular estendida e podemos ainda perguntar pelo limite 
de tais somas de Riemann quando as partições tornam-se mais e mais finas. 
Logo, definimos à integral dupla, 


m 
|| fes y) dx dy= lim Y /(х& yt) ^x Ay, 
в п + 20 k=1 
como anteriormente, para qualquer função f contínua definida sobre uma 
região admissível R, sabendo-se que o limite existe. 
Seacondição/(x,v) = 0 nào é satisfeita para alguns pontos (x.y) na região 
R, então parte do gráfico de ffica abaixo do plano ху. Neste caso. a região R 
pode ser decomposta em duas sub-regiões R, e Ro. de modo que f(x,y) 2 0 


рага (x.y) em A, eftx,y) = 0 para (x,y) em R». À integral dupla | | Jix.x) Яху 
® 

pode então ser interpretada como a diferença V, — V. entre o volume V, do 

sólido abaixo do gráfico de f e acima R, e o volume V, do sólido acima do 

gráfico de fe abaixo de Rs (isto é. o análogo para a interpretação da integral de 


„> 
Riemann | f(x) dx como uma diferença de duas áreas). 
`а ap 
Em cálculo avançado. uma definição geral é dada da integral dupla | | 
R 


fixy) dx dy, semelhante a nossa definição, mas permitindo partições nas 


quais as células não são todas congruentes (isto é, células irregulares). 
Embora deseje-se que a região R tenha usualmente uma forma razoavelmente 
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boa (por exemplo, para ser admissível em nosso sentido), a funcao f nào € 
necessariamente contínua. A questão para as quais as somas de Riemann têm 
um limite quando as partições tornam-se mais e mais finas tem que ser 
resolvida com bastante sutileza, Se tal limite existe, então diz-se que fé uma 
Junção integrável (Riemann) de duas variáveis sobre a região R. AS seguin- 
tes propriedades básicas da integral dupla são estabelecidas em cálculo 
avançado. 


Propriedades básicas da integral dupla 
1 (Existência). Se fé continua sobre a região admissível R, então fé 


|| f(x, y) dx dy existe. 
E 
2 (Interpretação como uma área). Se c é uma constante e R é uma 


Riemann-integrável sobre R, isto é 


região admissível de área A, então | | c dx dy = cA. Em particular, 
Li 
|| dx dy = A 
Li 
3 (Propriedade homogénea). Sef é uma função Riemann-integravel 
sobre a região admissível R e Ké uma constante, então K; é também 


Riemann-integrável sobre Re || Kfixy)dx dy = К || fixy) dxdy. 

4 (Propriedade aditiva). Sef e g são funções Riemann-integráveis 
sobre a região admissível А, então f+ g é também Riemann-integrável 
sobre R e 


[Elx y) + a6 у)] dx dy = || /(х. у) dx йу + || g( у) dx dy 
R R к 
5 (Propriedade linear). Se fe р são funções Riemann-integráveis sobre 


a região admissível R e se А е В são constantes, então Af + Ве é 
também Riemann-integrável sobre R е 


|| [AF (x. у) + Bglx, y)] dx dy = A | | f(x, y) dx dy + В (| g(x, у) dx dy 
x E К 


6 (Positividade). Se fé Riemann-integrável sobre a região admissível R 


eseflx,v) = 0 para todos pontos (x,y) em А, então | | fix) dx dy 20. 
а 


7 (Comparação). Sef e g são funções Riemann-integráveis sobre a 
região admissível R e se fixy) = y (x,y) valem para todos os pontos 


(у) em R, então [| f(x. уу dy < || g(x y) dx dy. 
E ж 


8 (Aditividade em relação à região de integração). Seja R uma região 
admissível e suponha que R possa ser decomposta em duas regiões 
admissíveis nào-superpostas А, e Rs. (Nota: As regiões podem dividir 
pontos comuns de limites.) Se fé Riemann-integrável sobre as regiões 
R, e Ra, então fé Riemann-integrável sobre R e 


[E fosa dx dy = [| /(х,у) de dy + || f(x,y) dx dy. 


R k, Ra 


EXEMPLO — SejaRoretángulo0 = 
a diagonal y — x. e sej 


=1,0=y= l, seja R, a partedeR acima, istoé, sobre 
Rea parte de R abaixo. sob a diagonal y = x. Suponha 
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que 


I Р(х,у) dx dy = 3, i g(x,y) dx dy = —2, 
R, Ri 
H f(x. y) dx dy = 5. i g(x, y) dx dy = 1. 


x. R, 


Ache (a) [| JG y) dx dy, (b) il glx. у) dx dy, e (e) | [4 f(x. y) — 3g(x. у)] dx dy. 
R R R 


SOLUÇÃO 
(a) Pela propriedade 8. 


If rx) dx dy = [| fes) de dy + [fes dx dy =3 +5 =8. 
к Ri Rz 


(b) Pela propriedade 8, 


i g(x. y) dx dy = [i g(x. y) dx dy + ji gl, y) dx dy=-2+1=-=L 


R Ri Ra 


(c) Usando partes (a) e (b) e Propriedade 5, temos 
[EB FG y) = забе dx dy = 4 [| PG) dx dy — 3 [| at) dx dy 


R R R 


= (4168) - BED = 35. 


Conjunto de Problemas 2 


Nos problemas 1 a 4. aproxime cada integral dupla sobre a região indicada retangular 
R. Use a partição regular de R em nº células para o dado valor de n е use os pontos 
médios das células para ampliar а partição. 


1 |[ху4хйу}Е:0<х<2 e Osy<4n=2 
R 


2 [|х| ly) dxdysR:-6Sx<0 e -1<у<2;п=3 
А 


3 [| (бх +7) dxdy; R:08x 3 e 2xyx5:n-3 
4 


4 [о y?) dx dy; R: -2«x x1 e 0<y<2;n=2 
R 


5 Aproxime a integral dupla || 4xy dx dy, onde А é aregião interior ao círculo a + 
R 
= 1. Use a partição regular do retângulo = 1 = х = 1, —1 = y < 1 em quatro células 
para ampliar a partição. 
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BSS integral dupla. [| 5л? y de dy onde R é a região no primeiro quadrante 


lo x? + y? = 1. Usea partição regular do retángulo 0 x x 1,0 y 
células congruentes e use o ponto em cada célula que está mais próximo 
para ampliar a partição. 

|| л? угас ау ondeRéaregiãoO =x 53,0 y 9 — a. 
R 

ão regular do retângulo 0 = x = 3, 0 = y = 9 em nove células 
Amplie a partição pela escolha, para cada célula. nào desprezada, do 

esquerdo, 


a integral dupla ij (3х? - 2у) dxdy onde Réaregião - 1e x 1.0=у= 
Г 
a partição regular do retângulo —1 = x = 1,0 = y = 1 em nove células 


s. Amplie a partição pela escolha. para cada partícula não desprezada, 
“mais próximo da origem. 


9а 20, interprete cada integral dupla como um volume ou como uma 
te volume vu área, e então a integral, por qualquer método que pareça 


= y? dydy; R: x? + y? «28 0 = у? ах dy; В: xX? +y? <9, x >0, y 
E 
М х7 уз) ахау: Ri xà doy «2 m x—y+1dxrdyR:0<x<tL0<y<1 
E 
2х4 dy) dx dy д: 0 & «LO € y £2 14 || U- x yjdxdy; R: 02 y< 1- xx 20 
Ya 
dy R: x? +y? c? 16 || dx dy: RiUsy<l—xxw.=0 
'R 
Чу; К: o interior do triángulo com vértices (x,.y,), (уз), (Xy Ya). 
y!) dx dy; R: І 19 [[(1 — y!) ахду Кх + у# <1 


45 — J/x* + у?) dx dy: Rex + у? «1 


= т 21428, seja R o disco circular? + у? = 1, seja R, a metade superior de 


BE seja R, a metade inferior de R. Suponha que if fix y) dx dy = 7, if Ta 
R Ra 


= —. | | ats. y)dxdyo —2.e If 4(х, у) ds dy = 4. Calcule a integral 
Ri Ro 


Begis dada usando as propriedades [a 8 da Seção 2.1. 


f 


æ (i f 3) dx dy 22 (|o) = fe] dx dy 
e Ri 

Ёз [| g(x,y) dx dy 24 [|U ху) + абе y)] dx dy 
R R$ 

Е! [gl у) — 6/(х у] dx dy 26 [ [3f(x,9) — Sal.) + 9] d dy 
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R R 


29 Dé uma explicação geométrica da propriedade 6 da Seção 2.1. 


30 
31 


32 


3 


© 


Prove a propriedade 7 da Seção 2,1 usando as propriedades 5 e 6. 

Dé uma explicação geométrica da propriedade 8 da Seção 2.1, supondo que o 
integrando não é negativo. 

Suponha que M é o valor máximo da função contínua fe que m é o valor mínimo def 
sobre a região admissível R. Usando as propriedades das integrais duplas dadas na 
Seção 2.1, prove: 


ШОО 
[E (х,у) dx dy 
(b) m&-5— — —— 6 M. se il Asian 
| dx dy R 


R 


Suponha que fé uma função continua sobre a região admissível R e que (a.b) é um 
ponto em R. Seja А, uma sub-região admissível de R, tal que o ponto (a,b) pertença 
яо interior de Жу. Chame de A, a área de R, e de à, o diâmetro de К, (isto é, a 
distância máxima entre quaisquer dois pontos em R,). Dé argumentos informais 
para mostrar que: 


(а) i Fx у) dx dy = f(a.b)A,seó, é pequeno. 
Ri 
[tds dy 
(b) lim &— = Ји.) 


[ЕЛ hi 


3 Cálculo de Integrais Duplas 


por Iteracáo 


Na seção | consideramos a integral iterada | | 
“a go) 


função f de duas variáveis. enquanto na Seção 2 introduzimos a integral dupla? 


|| fixy) dx dy de f sobre uma região R no plano xy. Estes dois tipos dd 


R 


integrais são definidos em caminhos completamente diferentes e é importanti 
não confundi-los. Entretanto, como vimos nesta seção, с algumas vez: 
possível converter uma integral dupla em uma integral iterada equivalente @ 


vice-versa. 
Considere. por exemplo. a integral dupla 


jj f Gy) dx dy. 


R 


onde R é a região assinalada f é contínua em R, eflx,y) = 0 para (х,у) em Ri 
Note que R é limitada abaixo pela retay = a, acima pela retay = Р, à esque: 
ão x = g(y) e à direita pelo gráfico da equação x = Му) 
ão funções contínuas definidas sobre (a,b) e que g(y) 


pelo gráfico da equac 
Supomos que g eh 
Му) paraa = y = b. 


28 [|[/(ху)—/1—х 


= y dx dy 


Em 


fix, y) ах dy de uma 


943 


Fig. 1 


Comoflx,y) = 0 para (x.y) em R. a integral dupla | | fix.) dx dy pode ser 

E 
interpretada como o volume V do sólido sob o gráfico de fe acima da região R 
(Fig. 2). Iremos determinar o volume V pelo método de divisao em fatias 
usando o eixo y como nosso eixo de referência. A Fig. 2 mostra a seção 


x -h) 


Fig. 2 x 


ABCD cortada do sólido, pelo plano perpendicular ao eixo y e a y unidades da 
origem. Se denotamos a área de ABCD pela F(y) então, pelo método da 
divisão em fatias 


E 
= | F(y) dy. 


"a 


Ji f(x, y) dx dy 


R 


Vamos agora achar uma fórmula para a área seccionada F(y). Para este 
fim, fixamos temporariamente um valor de y entre a € b e estabelecemos 
“cópias” paralelas dos eixos x e z no mesmo plano de seção cortada ABCD 
(Fig. 3). A equação da curva DC é z = х,у). Na Fig. 2. 0s pontos А e B estão 
nas curvas x = g(y) ex = h(y) respectivamente: logo, na Fig. 3,0s pontosA eB 
têm abscissas g(y) e A(y), respectivamente. 

A Fig, 4é obtida da Fig. 3 pela rotação do plano xz em torno do eixoz, de 
modo que o eixo x estende-se a nossa direita, como usualmente. Da Fig. 4, é 
claro que a área desejada F(y) é justamente a área sob a curvaz —fix,y) entrex 
= g(y) e x = h(y) (estando y fixado). Logo. 


му) 


вр) = f Sade 


"gin 
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eixo z 
trunsladado 


area = Flv) 
(у permanece constante) 


eixo x at) 


transladado 


Fig. 3 Fig. 4 
Segue-se que 


{Г nb 
|| f(x, y) dx dy | F(y) dy 
R a 


isto é, 


m ah An 
{| fGoxa)dxdvm | |. fiy) dx dy- 


Я а ta 


O exemplo seguinte ilustra o uso da última equação рага о cálculo de 
integrais duplas. 


EXEMPLO Seja R a região interior do trapezóide cujos vértices são (2.2), (4.2), (5,4) e 


(1.4) (Fig. 5). Calcule || 8xy d dy pela conversão para integral. 
ж 


Fig. 5 
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SoLução 
Eeguação da reta pelos pontos (2,2) e (1,4) éy = 6 - 2x, ou x = 


Igualmente, a equação da reta pelos pontos (4,2) e (5,4) é y = 2x — 6,0ux= 


6+y " 
2+2 . Usando o resultado obtido acima, temos 


] 4 G2 


i 8ху dx dy = | | 8xy dx dy 
e “2 *(6-3/2 


\ 


+ A? B AZ 
| o (85) =| |^ 
“a 2 2 

aja 
ca ана 


E 
= | 24у? dy = 
"E 


Em nossa obtenção da equação para converter uma integral dupla em 
uma integral iterada, usamos o método da divisão em fatias considerando as 
seções perpendiculares ao eixo у. Podemos também usar o método de divisão 
em fatias com seções perpendiculares ao eixo x, contanto que a região R 
tenha a seguinte forma: R é limitada à esquerda pela linha vertical x = a: à 
direita pela linha vertical x = b; acima pelo gráfico de uma equação у = Ax), 
e abaixo pelo gráfico de uma equação g(x), onde g eh são contínuas em 
[a,b] e g(x) = hix) paraa = х = h (Fig. 6). 


у= йб) 


РЕ 


о 
Fig. 6 


Uma região R, limitada abaixo e acima pelas curvas contínuas y = gix) e 
у = A(x), respectivamente, e limitada à esquerda e à direita pelas retas 
verticais x = a ex = b, respectivamente, é chamada de região do tipo I (Fig. 
6). Por outro lado, uma região R, limitada à esquerda e à direita pelas curvas 
contínuas x = g(y) e x = A(y), respectivamente. e limitada abaixo e acima 
pelas linhas horizontais у = a ey = Р, respectivamente, é chamada de região 
tipo (Fig. 1). Estas considerações indicam que uma integral dupla de uma 
função f continua sobre uma região R do tipo Lou do tipo П pode ser conver- 
tidu em uma integral iterada. Em cursos mais avançados, isto é provado ri- 
gorosamente, mesmo para o caso no qual a função toma valores negativos. 

Logo, temos o seguinte método, chamado de método du iteração, para o 
cálculo das integrais duplas sobre regiões especiais. 


O método da iteração 
Suponha que А é uma das regiões do tipo I ou do tipo П no plano e que a 


função fé contínua sobre R. A fim de calcular a integral dupla | y) dx dy 
R 
pelo método da iteração procede-se da seguinte forma: 


946 
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faso 1 Sea região А é do tipo I, ache as equações das curvas contínuas у = 
£g(x) е у = A(x) limitando R abaixo e acima, respectivamente. Calcule 
também as constantesa eb para as quais as linhas verticais aex 
b limitam R à esquerda e à direita, respectivamente (Fig. 7). Então 


chen 


"yan 


лоу ау = | f(x. паа 


R 


КИ, 
=| | (х,у) рах. 


"a * gix) 


Caso2 Sea região R é do tipo II. ache as equações das curvas contínuas x = 
g(y)ex = A(y) limitando R à esquerda e à direita, respectivamente. 
Calcule também constantes a e b para as quais as linhas horizontais у 
—aey-blimitam К abaixo e acima, respectivamente (Fig. 8). Então 


з "IN | СТІ 
|| fec) dx dy = | | flo ух | dp | | Fa) dx dy 
ri y=u ! x7 got ^а * ду) 
з 
———— 
v) 
Ў região 
tipo H 
"me > 
- à -5 


EXEMPLOS Calcule a integral dupla dada pelo método da iteração. 


1 || x cos xy dx dy; К:1<х<2 e nm/f aya Ms. 


SOLUÇÃO 
A região é evidentemente do tipo I (Fig. 9): logo. 


T „х=2 | .y-2n[x 
|| x cos xy dx dy = | (i X соз xy dy) dx 


x "ERA 
ап} 

| dx 
2 


(sen 2x — sent s) dx 
2 
2 
т 


-[(- LN 
= SE dy = 


2 2 л 
= ços л — cos = ——. 
п л 2 л 


TX 
cos > 


1 
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Fig. 9 


| | (x + y) dx dy, onde R é a região no primeiro quadrante acima da curva y = 
x 
x? e abaixo da curva у = ух. 


SOLUÇÃO 

Neste caso, a região R é simultaneamente do tipo I e do tipo II (Fig. 10). 
Considerando А como uma região tipo П. é limitada à esquerda pela curva x 
га direita pela curva x y: abaixo pela linha y = 0; e acima pela linha y 
1. Portanto, 


pm х= [„х=уу 
| | (x + у)4х4у= | | (x + y) ax] dy 
BA 1 


Fig. 10 
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O segundo exemplo acima ilustra dois fatos importantes sobre o método 
da iteração. Primeiro, as linhes retas horizontais que limitam uma região do 
tipo П abaixo e acima (e, da mesma forma, as retas verticais limitam uma 
região tipo T à esquerda е à direita) tocam a região К em pontos isolados, ao 
invés de segmentos de reta. Em segundo, existem regiões que são ambas do 
tipo I e tipo 11. 

Visto que a região R na Fig. 10 é do tipo I, podemos também iterar a 
integral do Exemplo 2 como se segue: 


u 


Exemplos adicionais das regiões que são ambas do tipo I e tipo П 
aparecem na Fig. 11. Uma integral dupla sobre qualquer região pode ser 
iterada de dois modos diferentes, resultando em duas integrais iteradas com 
ordens de integrações opostas, mas com valores iguais. Estas duas integrais 
iteradas são ditas obtidas uma da outra pelareversáo da ordem de integração 
Uma reversão da ordem de integração frequentemente converte uma integral 
iterada complicada em uma mais simples. 


4x 
(x + y) dy 


3 
dix ==, 


| (x + y) dx dy = | 3 


R 


ol 
Fig. 11 


VXEMPLOS 


o 0 
(а) (bi (e) 


Reverta a ordem de integração e calcule a integral resultante. 


seny? dy dx 


SoLUÇÃO 
A integral iterada dada é equivalente à integral dupla 


| | x sen y? dx dy 
‘R 


sobre a região R tipo I determinada pelas inequações O < x < l ex «y 
1 (Fig. 12). Como R é também do tipo TI. temos 


Ea ze 
| | xseny* dy dx = || x seny? dx dy 
4g y 


1 
y? sen y? dy 


1 


= EL 1 — eos 0) 


| -a 
6 


dg i (0,5403 — 1) = 0,077. 


о 


EXEMPLO 
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к: 
2 | | ye" dx dy 
ENS 


SoLução 


A integração iterada fornecida é equivalente à integral dupla | | ye * dx dy 
R 

sobre a região R do tipo II, determinada pelas inequações 0 у= Зеу sxs 

9 (Fig. 13). Visto que R é também do tipo 1, temos 


Fig. 13 


Embora existam regiões que não são nem do tipo I nem do tipo П, é 
possível cortar tal região em sub-regiões não-superpostas, cada uma do tipo 1 
ou do tipo II. A integral dupla de uma função sobre uma região grande pode 
então ser calculada pela integração da função sobre cada sub-região soman- 
do-se os valores resultantes. 


Calcule | | (2x — y) dx dy sobre a região К da Fig. 14. 
R 


SoLução 
Embora К não seja do tipo I nem do tipo II. podemos decompó-la em duas 
regiões distintas R: 2 = x x 4, 1x y x2eR 1x 4,2 y x 3 (Fig. 15). 
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Fig. 14 Fig. 15 
Logo. 


[ох —») dx dy = ia [ох = нш 


Ln 
„+ 3 3 ls 
= 2x = =|x?->5 =9 
Cleo o 
m TM 4 ya рез 
|| x — y) dx dy = | | Ex y) dy de= | 6-5) E 
x *1» 1 y-2 
E 5 3 & * 15 
-ji (x-3 e= (2-3) [=> 


Portanto, 


| | (2х — y) dx dy = il (2x — y) dx dy + [| (2x — y) dx dy 


R Ri Ri 


Conjunto de Problemas 3 


Nos problemas 1 a 14, (a) desenhe a região А; (b) decida se R é do tipo 1 ou do tipo П 
(ou de ambos os tipos); e (c) calcule cada integral dupla usando o método de iteracáo. 


m sa xe 
1 [[xsenQa)dx dy R:0 €x «50 y &1 2 || dird R ozsa heya? 
| ПГ, 
к E 
3 [| xsenydx dy: i0 Sx x0 y «x а [озук а) 8:0 <х «2, уху 
à % 
s ||[(х—3у)4хйу; Rz? ey! x1 6 [[ertrdxay: R: lx] + |у| <1 
! n 
7 [[yaxay R0 Ex 8m 0s yxsenx в [[ysen xdxdy 0 ех 1 y «1 
R r 


9 [| хах dy; R:aregiño do primeiro quadrante limitada por: = y — 2.» = 1. 
z 
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dy: R: a região entre as curvas у = 2\/х еу = 2º 


y) dx dy: Rz a região do primeiro quadrante limitada por y = х,у = x/3.x 


lx dy; R: a área do triángulo cujos vértices são (0,0), (0,1), e (1.1). 


Кау: R: a região do primeiro quadrante limitada por y = x. y = 0, e 


= В: a menor região formada a partir do círculo x* + y? = 9 pela reta 


: 15 а 23, calcule cada integral iterada pela reversão da ordem de 
г da caso, desenhe uma região apropriada no plano xy sobre a qual a 
“correspondente à integral iterada dada, é calculada. 


e iws 


39 dx dy 16 | | ydydx 
T1^W 
x dy dx 19 | | BS am dy 
"езу E 


5 
J + Тах dy 


"07-4 
|| (2x — 3y?) dx ау sobre a regiáo R interior ao triángulo com vértice (0, 


42.0) e (1,— D. 


[5 Calcule [| (1 — x + y) dx dy sobre a região R mostrada na Fig. 16. 
s 


Б Suponha que R é à região limitada pelas retas y = 1, y = x + 6, e a parábola y = x? 
(Fig. 17). Calcule If xy dx dy sobre а região R por: 
к 


(a) Dividindo R em regiões tipo П. 
(b) Dividindo R em regiões tipo 1. 


ш 
1 
| 
1 


Г 
| 
т 


2 
Г 
не 


Fig. 16 Fig. 17 
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Aplicações Elementares das 
Integrais Duplas 


A integral dupla, como definida na Seção 2, foi mostrada pelo problema 
de cálculo do volume sob uma superfície; logo. não deveria ser surpreendente 
que integrais duplas tenham aplicações numerosas em situações onde volu- 
mes precisam ser calculados. 

Nesta seção consideramos não somente aplicações de integrais duplas 
para o cálculo de volumes е áreas, mas também para problemas envolvendo 
densidade, centro da massa, centróides e momentos 


4.1 Volumes pela integração dupla 
Usando a integral dupla, podemos expressar o volume V sob о gráfico de 
uma função fnão-negativa, continua sobre uma região R dada (como fizemos 


na Seção 2), por V = If оху) dx dy. Pelo método da iteração (Seção 3), 
к 
podemos calcular а integral dupla, е logo о volume У. 


EXEMPLO Seja R a região no plano xy limitada acima pela parábola у = 4 — x* e limitada 
abaixo pelo eixo x (Fig. 1). Ache o volume V sob o gráfico deflx,y) =x + 2y+ 
3 e acima da região К. 
> x 

Fig. І 
SoLuçÃo 
A região Ré do tipo 1, é limitada à esquerda pela reta vertical x = —2, à direita 
pela reta vertical x = 2, acima pela parábola y = 4 — x°, е abaixo pela reta y = 
0. Portanto. pelo método da iteração, 

РЕ 2 [.4-s2 

V=||(x+2y+3)dxdr=| | (x+2y +3) dy | dx 
© ui d 


m 
les P 
"o 


| dx = Ü [x4 х2) + (4 х2) 3(4 — х2) dx 


2 


3 
- Um +28 + 28x) 


=® 
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4.2 Áreas pela integração dupla 
Como notamos na Seção 2, a area de uma região R no plano xy é dada por 


A if dx dy. 


R 
Ache a área A da região R limitada pelas curvas y = x? e y = x. 


SOLUÇÃO 
A região (Fig. 2) é do tipo 1; logo, a área é dada por 


ES 
1 


Fig. 2 


4.3 Densidade е integrais duplas 

Considere uma quantidade tal como massa ou carga elétrica distribuída 
de um modo contínuo. uniforme ou não, sobre uma porção do plano xy. 
Representamos esta função o de duas variáveis (g é a pequena letra grega 
"sigma" como uma função de densidade para estas duas distribuições 


dimensionais se, para toda região admissível R no plano xy, || 0x3) dx dy 
R 
då a soma da quantidade contida em R. 


y 


Fig.3 
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A carga elétrica é distribuída sobre a região R triangular da Fig. 3, visto que a 
densidade de carga em qualquer ponto (x,y) em R é dada por 


alx.y) = (x = y — у?) Coulomb/cm?. 
Ache a soma total de carga elétrica na região R. 


SOLUÇÃO 
A carga total na superfície R é dada por 


IIl e(x.y) dx dy = 7 WT = х?2)(у — y?) dy dx 
1 ПЕ, 


o 


R 


Agora, suponha que uma quantidade é distribuída sobre uma região Rno 
plano xy е que q é a sua função de densidade. Escolha um ponto (a,b) na 
região К e considere a pequena região retangular AR na Fig. 4 como o centro 


Fig. 4 9| 


em (a.b) com dimensões Ax e Ay, e com área AA = Ax- Ay. Se Aq representaa 
soma da quantidade contida na região AR, então 


Aq= || в(х, y) dx dy. 
ÀR 
Seo é contínua e Ax e Ay sao muito pequenos, então o valor de cix.y)é 


próximo do valor de (a,b) para todos os pontos (x.y) dentro doretángulo AR; 
isto é. 


c(x.y) = o(u,b) para todos os pontos (x,y) em AR. 


Portanto. parece razoável que 


Ag = ff a(x, y) dx dy = | c(a,b) dx dy = 


AR AR 


mes 
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já que e(a,b) é uma constante. Note que || dx dy = АА = Ax .Ay; logo, 
AR 


Ag = c(a, b) AA = o(a,b) Ax Ay. 


Portanto, 


presumivelmente com uma aproximação muito melhor à medida que Ах е Ay 
tornam-se muito menores. Conseqüentemente, a densidade ota.b) nos pon- 
tos (a.b) pode ser interpretada como o valor limite da soma de quantidade por 
unidade de área em uma pequena região AR em volta do ponto (a.b) quando 
AR “tende a zero", Em outras palavras, 


a(a,b)= a ou dg=o(ab)dxdy 


Podemos interpretar a última fórmula como dando a quantidade “infini- 
tesimal" dq de matéria contida em um retângulo “infinitesimal” de dimen- 
sões dx e dy. com centro no ponto (a,b). 


4.4 Momentos e centro de massa 

Suponha que uma partícula P de massa т é situada no ponto (х,у) no 
plano xy (Fig. 5). Então, o produto mx, a massa m da partícula multiplicada 
pela respectiva distância x do eixo y. é chamado de momento de P ет relação 
ао eixo y. Igualmente, o produto my é chamado o momento de P em relação 
ao eixo x 

Agora, suponha que uma massa total m é continuamente distribuída 
sobre uma região plana admissível R, sob a forma de uma película delgada de 
material. Tal película delgada é chamada de lumina(Fig. 6). Seja o a função 
de densidade para esta distribuição de massa. 


Fig. 6 


Se (x.y) é uma ponto em R, considere o retângulo infinitesimal de 
dimensões dx e dy como centro em (х,у). А massa contida neste retângulo 
“infinitesimal” é dada por dm = o(x.y) dx dy e sua distância ao eixo x vale y 
unidades: logo, seu momento em relação ao eixo x é dado por (dm)y = o(x.y)y 
dx dy. O momento total de toda a massa na lâmina é obtido pela soma: isto é, 
pela integração de todos os momentos “infinitesimais””. Conseqüentemente, 
o momento M, da lâmina em relação ao eixo x é dado por 


M. i а(х. у)у dx dy. 
M 
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Igualmente. o momento M, da lâmina em relação ao eixo y é dado por 


M, = | в(х.у)х dx dy 
R 


E a massa total m da lâmina é dada por 


т = || e(x.y)dx dy. 
" 


Por definição, as coordenadas ї e 7 do centro da massa da lâmina sao 
dadas pelas equações 


|| oix y)x ax dy об. y)y dx dy 
yd - É fo É K | 

|| а(х, у) dx dy || o(x.y) dx dy 

x А 

Evidentemente, mi = M, e my = Mp: isto é, se toda massa т da lámina 
estivesse concentrada em uma partícula P no centro da massa, então os 
momentos de Р em relação aos eixos x e у seriam iguais aos momentos da 
lâmina completa em relação aos eixos x е у, respectivamente. Na física, € 
mostrado que uma lâmina horizontal equilibra-se perfeitamente em um ponta 
localizado em seu centro de massa. 


EXEMPLO Uma lâmina А é limitada acima pelo gráfico de y = х/х. abaixo pelo eixo x, & 
à direita pela reta vertical x = 8. A densidade de massa da lámina no ponto 
(x,y) é dada por (х,у) = kx, onde k é uma constante positiva. Ache: 


(a) A massa total m da lâmina. 
(b) Os momentos M, e М, 
(c) O centro de massa (Y 


SOLUÇÃO 
A região R ocupada pela lâmina é tanto do tipo I como do tipo 11 (Fig. 7% 
Consideramos como йо tipo II, na iteração de nossas integrais duplas. 


m 2.8 РЕ: sd 
(а) m= || o(x.y) dx dy = | Бейеу | [| lay 
ү Ж ta E ta 
SEC 
o "e 
ds 8 > [yx в 
(b) М, = || e(x.y)y dx dy = kxy dx dy=k | = ás 
|, UR MEI 
R 
@ m Pu Ет m yg 
=k] (22-5) у= ( y - am e 
de E B ;2 Гуз [B 
М, = || a(x, y)x dx dy = | кх? dx dy = К | E E 
y Кое de 
E en 7) 512 5) 2 1536k 
=k jak ye = ; 
kl | ge T 3 4-5) S 
M, 153€ 7 28 м, 


__М, E 
Osca S mer @ m 
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Fig. 7 


Logo, o centro de massa é dado por (x.y) = CS/s."/s). 


4.5 Centróides 

Uma distribuição de massa (ou qualquer outra quantidade) cuja função 
de densidade o é constante em uma região R é dita uniforme ou homogénea 
em R. Se uma quantidade é distribuída uniformemente em R, então a quanti- 
dade desta matéria em qualquer sub-região R, de R é proporcional à área de 
R, (problema 31). 

O centróide de uma região plana R é definido como sendo o centro de 
massa de uma distribuição de massa uniforme em R. Se a densidade de tal 
distribuição uniforme é dada por o(x,y) = k para todo (x.y) em R, onde ké uma 
constante, então as coordenadas (%,5) do centróide de R são dadas por 


Vo у)х dx dy k |] x dx dy || хахау 
E: 


* 


n а(х, y) dx dy k [| dx dy | [dx dy j 


R R R 


[| c(xy)ydxdy К If vdxdy In y dx dy 


[| (х,у) dx dy к || dx dy || dx dy 
M x A 


R 


Visto que А = | | dx dy é а área da região R, podemos também escrever 
x 


1 tr 
BI xdxdy е J “a || y dx dy. 
Aag TÉ 


Ache o centróide da região R limitada por y = х + 2ey =. 


SOLUÇÃO 
A região R é do tipo 1 (Fig. 8). e temos 
g 
(x -2— x*)dx 
1 
m ua 
= 0 


Portanto, 
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Fig. 8 


Consequentemente, o centróide de R é (EJ) = (UENEN 

O centróide de uma região planar é uma noção puramente geométrica ee 
independente da concepção física de massa. De fato, se (X.Y) éo centróide de 
uma região plana R. então x deveria ser visto como a coordenada "média x 
dos pontos em R e y deveria ser visto como a coordenada "média" y dos 
pontos em R. Entretanto, como podemos demonstrar experimentalmente. se 
uma làmina delgada de metal de densidade uniforme é cortada na forma de. 
esta se equilibrará perfeitamente em um ponto localizado no centróide de 
(Fig. 9). Logo, se uma regiao plana R tem um eixo de simetria. então 
centróide de R deve estar situado neste eixo. Também, a posição do 
tróide de uma região é independente da escolha do sistema coord: 
portanto, calculando o centróide de uma região plana, os eixos coorde 
podem ser escolhidos de acordo com a conveniência de cálculo. 

O seguinte teorema estabelece uma ligação interessante entre centróides 
е volumes de sólidos de revolução. 


Teorema de Pappus para volumes de sólidos de revolução 

Seja R uma região plana admissível situada no mesmo plano de 
Le totalmente contida em um dos lados determinada por L. Seja r a di 
do centróide de R a reta L. e seja A a area de R. Então. o volume Vdo 
de revolução, gerado pela rotação de R ao redor de linha L. é dado 
V = 2nrA. 

Para induzir uma demonstração do Teorema de Pappus considere 
no qual R é uma região de tipo Ino primeiro quadrante (Fig. 10) е L UE 


y 


Fig. 10 
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Note que г = X, então devemos provar que V = 2x4. Pela definição de x. 
temos 


EH [хаа = ii WC dy dx 


A a “at 


x[f(x) — a(x)] ax. 


Portanto, usando o método de cascas cilíndricas (Seção 2 do Cap. 7), 
obtemos 


E 
у= 2л | x[f(x) g(x)] dx = 277A, сото desejado. 


Um disco circular R de raio igual a a é girado em torno de um eixo L, que está 
no mesmo plano de R ear unidades do centro deR, r >a. Ache o volume V do 
sólido da forma de um toro 


SOLUÇÃO 
Por simetria, o centróide de R está no seu centro. Visto que a área de R é dada 


por А = ma, o teorema de Pappus dá У = 2zrA = 27° 


4.6 Momentos de inércia 

Considere uma força É atuando num ponto Р em um corpo rígido e seja 
AB um eixo não»; paralelo a Fe não passando pelo ponto de aplicação Р. ЅејаО 
o ponto situado no pé da perpendicular traçada de Р ao eixo AB (Fig. 11). А 
força F tende a causar uma rotação do corpo em torno do eixo AB; de fato, 
isto produz uma aceleração angular « radianos por segundos ao quadrado, em 
torno desse eixo, Se denotamos por F, o valor absoluto da componente 
(escalar) de F na direção perpendicular ao plano contendo AB e OP, então a 
quantidade L definida por L = F,/OP| é chamada de módulo do torque em 
torno do eixo AB, causado pela aplicação da força Ё no ponto Р. 


Fig. 11 


E mostrado em mecânica elementar que o módulo do torque é propor- 
cional à aceleração angular a; isto é L = 1554 onde a constante de proporcio- 
nalidade 1x». que é chamada de momento de inércia do corpo em relação ao 
eixo AB .depende somente do eixo AB e da distribuição de massa no corpo. 

Na Fig. 12, uma partícula P de massa m é ligada à origem O por uma 
barra de pouca massa rígida, de comprimento г = |OP| e colocada em 
movimento em um círculo no plano yz por uma força F situada no plano yz e 
perpendicular a OP. Se 0 denota o ângulo em radianos entre o eixo y e OP, 
então, por definição, а = 20/2 dá a aceleração angular de P ao redor do eixo 


de 
«Es É fácil mostrar que |F | = = т IF (problema 48); logo, multiplicando por r 
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= 


massa тт 


Fig. 12 4 


e notando que L = FjJOP| = |Fir e « = 20/4 obtemos 
L= mra. 


Logo, o momento de inércia de uma particula P em relação a um eixo 
(neste caso, о eixo x) é dado por 


I= т, 


onde т é а massa da partícula e г é а sua distância do eixo. 

Usando o resultado acima podemos agora enfrentar o problema do 
cáleulo do momento de inércia de uma lâmina ocupando uma região R no 
plano em relação a um eixo situado neste plano — dito eixo x por definição. 
Suponha que a lâmina tenha densidade o(x,y) no ponto (x,y) e considere o 
retângulo infinitesimal de dimensões dx e dy com centro em (x.y) (Fig. 13). | 


Fig. 13 


A massa neste retângulo “infinitesimal” é 


dm= 


(x,y) dx dy 


e sua distância ao eixo x vale |v| unidades: logo, seu momento de inércia ex 
relação ao eixo x é 


dl, = |у dm = 0(x, y)? dx dy. 
O momento total de inércia 7, dà lâmina, em relação ao eixo x. 


pela soma, isto é, pela integração de todas as quantidades сс | 
ог(х,у)у? dx dy. Logo, 


h= if a(x, у)у? dx dy. 


R 
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Raciocinando de um modo semelhante, achamos que o momento de 
inércia 7, da lâmina em relação ao eixo y é dado por 


il а(х, yy? dx dy. 
R 


Em termos mais gerais, o momento de inércia /, em relação à reta cuja 
equação é /: ах + by + c = 0 é dado por 


(ах + by + с)? 


h= j 
Я а + № 


ах dy 


| а(х, у) 
к 
(problema 46). 
Podemos também perguntar pelo momento de inércia da lâmina em 
relação a um eixo perpendicular ao plano da lâmina. Se este eixo passa pela 
origem, o resultado, chamado de momento de inércia polar Lo, é dado por 


L= || в(х,у)(х?* + y?) dx dy = 1, +1, 
E 


(problema 50). 


EXEMPLOS 1 Calcule os momentos de inércias Z+, ły, е /, de uma lâmina quadrada cujos 
lados medem 2 centímetros de comprimento, são paralelos aos eixos x e y e 
cujo centro está na origem. Suponha que a lâmina é homogênea (isto é, sua 
massa é distribuida uniformemente) e que sua massa total é de 8 gramas. 


SOLUÇÃO 

A área de lâmina vale 4 centimetros quadrados. Visto que ela é homogênea, 
sua densidade de massa é uma constante, */4 gramas por centímetro qua- 
drado. Logo. o(x,y) = 2 para todos os pontos (x.y) dentro da lámina. Logo, 


[eG y)y? dx dy =2 [yr ax dy =2 i y y? dx dy 
"R а За 


A 4y? 1 8 " 
-2j ares) mien 


tr es ¿1 51 
Is o(x,y)x? dx dy = 2 ДЕЗ dxdy=2 | | x? dx dy 
^ E 
21 
32. 


WIN ә: 


8 
е йу = 3 gem, e 


Pr a 16 
L= || a(x y)? + y?) dx dy=1,+1, a g.cm?, 
`к 


2 Calcule o momento de inércia I+ de uma lámina ocupando a região R: 0 = x = 
1,0=y=W] х? se a densidade de massa no ponto (х,у) é dada por o(x,y) = 
3y? gramas por centímetro quadrado. 


SoLUÇÃO 
5 JH a 2 ET y? К ыг 
n= обоа [Top | [к a 
a “Gg о lo 
Le E ip 2 E Hd 3 a 8 2 
=z se] deny] (L3 +3x* — x Mx-3 eh ta p = ag gem”. 
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Conjunto de Problemas 4 


+ Nos problemas 1 а 8, use integração dupla para calcular a área da região R no plano xy 
limitada pelas curvas dadas. 


1 у= 


e ym, 2 xy-3 e x+y 


3 y=x е y-3x— 


5 у= ху 0, e 


4 y=snx у= сох, х= 0. e x= mA. 


—8, 6 ў=хё*\у=х, е 


Т y=008x,y=0,x=-—afl, e x=.8f2 8 y=coshx y2senhx, x2 —1, e x=1 


* Nos problemas 9 a 12, use integração dupla para calcular o volume sob o gráfico de 
cada função f e acima da região indicada R. 


9 (х,у) = 12-y-x*;R:0s&x«le х? <р ух 


10 f(xy)=4x+By+C;Riasx<h e e< y <d; Ах + By - С> Оеп К 
п (х,у) = ху; R: х? +y <4, х2 0, у> 0 


12 f(x,y) = х? + 9y*; К: а região interior ao triângulo cujos vértices são: (0.0.0). (0.1.0), 
e (1,1,0). 


` Nos problemas 13 a 18, use integração dupla paras calcular o volume de cada sólido. 
13 O sólido abaixo do parabolóide z = 4 — x* — y^. acima do plano z = 0, e limitado 
lateralmente pelos planos x = 0, y x-ley-l. 

14 O sólido limitado acima pelo plano z + y = 2, abaixo pelo plano z = 0, e lateralmente 
pelo cilindro circular reto л? + y’ 

15 O sólido no primeiro octante sob o plano x + у + 2 = бе interior ao cilindro 
parabólico у = 4 — x°. 

16 O sólido no primeiro octante limitado pelos gráficos дет = e 
ez=0. 

17 O sólido no primeiro octante, limitado pelo cilindro x? + 2 = l.oplanox + y = 1,e 
os planos coordenados. 

18 O sólido limitado acima pelo plano z = x + 2y tz abaixo pela superfície 
z = Ух — x! — y*, e lateralmente pelo cilindro x* + y 
Nos problemas 19 a 22, a massa está distribuída sobre a região R dada na maneira 

indicada. Ache a massa total m na região К. 

19 R:0=y=4ey—2y=<x=2y, com uma densidade constante de 6 gramas por 
centímetro quadrado. 

20 R:0Sys2 eN3-y <r<3- y, com uma função de densidade o dada рого(х,у) 

uilogramas por metro quadrado. 

21 R:otriângulo com vértices (0,0), (4,0) e (4.4), com uma função de densidade o dada 

у? quilogramas por metro quadrado. 

limitada pelas curvas y = x — ley = 1 — x’, com uma função de 
densidade dada por o(x,y) = x? + у? quilogramas por metro quadrado. 

23 Acarga elétrica está distribuída sobre a região R limitada pelas parábolas y? = x e x? 
= y com uma carga de densidade o dada por g(x,y) = x^ + 4y? coulombs por 
centímetro quadrado. Ache a carga elétrica total na região К. 

24 Um coulomb de carga elétrica está distribuído uniformemente sobre a região R 
limitada pela parábola y = x? e a reta у = x + 2. Ache o valor (constante) da 
densidade de carga, se as distâncias são medidas em centímetros. 

Nos problemas 25 a 30, suponha que uma lâmina com função de densidade de massa o 

ocupa a região R no plano xy. Ache a massa total m e as coordenadas (X, y) do centro de 

massa da distribuição. Suponha que a massa é medida em gramas as distâncias em 
centímetros. 


25 R:0<x<30<p<3- 26 R:2 <x &3,2 &y € S; п(х,у) = ху 


27 К: o triángulo de vértices (0,0), (3,0), e (3,5); o(x.y) 


28 R:-3<x<3,-3<y<y9-x% о(х,у) = у+3 


29 К: aregião no primeiro quadrante, limitada pelas curvas y = x + х,у = 0,х= 0,е 


х= 2; 0(x,y)= 


FX 
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BE В: a região no primeiro quadrante limitada pelas curvas y = e^, x = 0, y 
(х,у) é proporcional à distância do ponto (х,у) ao eixo x e o(0,1) = 1. 
Bi Suponha que a massa está distribuida uniformemente numa região plana R. Mostre 
que as massas numa sub-região admissível R, de А é proporcional à área de Ry. 


Жо» problemas 32 a 36, ache a centróide (£,3) da região R limitada pelas curvas dadas. 


1 
B6 y =2, € зей 
Nos problemas 37 a 40, use o teorema de Pappus para achar o volume do sólido gerado 
pela rotação da região limitada pelas curvas dadas ao redor do cixo indicado. 
37 у е 2x + 3 sobre о eixo x. e y=0 sobre areta y = —2. 
Mex y-—ÀAx-0 x O sobre o eixo y. x=0 е 0 sobre a reta x= —2. 


Nos problemas 41 a 44, ache o momento de inércia 1, e o momento de inércia 7, em 
relagáo aos eixos x e y, respectivamente, de uma lámina homogénea de massa total 1 
grama, ocupando cada regio R. Suponha que todas as distáncias sáo medidas em 
centímetros. 


Wi RiO<x<lxsy<x 
42 К: a região limitada por y = x?j4 е y 


|. 


43 R: a região limitada por xy —4 e 2x+y=6 


44 К: a região limitada por у= 


45 Ache os momentos de inércia Iz, 1, e 1, para uma lâmina ocupando a região К: 0= х 
= 2,0 < y < 2- x, sea função de densidade de massa o é dada рого(х,у) = x + 2y 
gramas por centimetro quadrado. 

46 Uma lámina ocupa a região admissível R e tem função de densidade de massa o 
Mostre que o momento de inércia da lâmina em relação à reta l: ax + hy + e = 06 
dado por 


(ax + by o c 
dx dy. 
a^ + b? is 


47 Uma lâmina ocupa a região R: —т/. x € п/2,0 = y = cos x e tem função de 
densidade de massa o dada por o(x,y) = y gramas por centímetro quadrado. Ache 
seu momento de inércia /„ em relação ao cixo x. s 

48 Na Fig. 12, seja Ro vetor posição variável de P, visto que R = (г cos 9); + (rsen Ө, 
Aqui, s = r6. Mostre que: м 
(а) А componente tangencial do vetor aceleração é dada por raf , onde e = 0/0. 
(b) A componente normal do vetor aceleração é dada por —(do/dr'R. 
(c) Visto que Ё é a força tangencial atuando em P, use o item (a) para obter o 

resultado |F| = mra. 
(d) Calcule a força normal atuando em P e explique о que causa esta força. 

49 Ache o momento polar de inércia /, de uma lámina na forma de anel, ocupando uma 
região !/a = x? + у? = ] se a função densidade de massa o é dada por (х,у) = (x? + 
у)! gramas por centímetro quadrado. 

50 Deduza a fórmula do momento de inércia de uma lâmina que ocupa uma região 
admissível R no plano xy em relação а um eixo perpendicular ao plano da lâmina e 
passando através do ponto com coordenadas (a,b) no plano xy. Suponha que o é a 
função de densidade de massa para a lámina. Em particular, mostre que 4; = I; + Lj. 
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5 Integrais Duplas em 
Coordenadas Polares 


Frequentemente a região R sobre а qual uma integral dupla está sendo 
calculada é mais facilmente descrita por coordenadas polares que por coor- 
denadas cartesianas. Por exemplo, a região R na Fig. 1 é facilmente descrita 
em coordenadas polares pelas condições ro Er x r, € 6,5 0 = Ө; entretanto, 
sua descrição em coordenadas cartesianas é consideravelmente mais compli- 
cada. Nesta seção apresentamos um método para converter uma integral 
dupla em coordenadas cartesianas para uma integral iterada equivalente, 
expressa em coordenadas polares. À técnica é análoga à da mudança de 
variável para a integral definida ordinária, 


Fig. 1 


A indicação para o método apropriado para mudar de cartesianas para 
polares, as coordenadas, pode ser calculada na Fig. 2, que mostra uma 
porção “infinitesimal” dA da área da região R na Fig. 1. correspondendo a 
trocas “infinitesimais” de dr em г e dg em 0. Evidentemente, dA é virtual- 
mente à área de um retângulo de dimensões rd e dr, de modo que 


dA = (r d0) dr = r dr 40. 


Logo, visto que em coordenadas cartesianas a área de um retângulo 
“infinitesimal” de dimensões dx e dy é dada através de dA = dx dy, a área 
“infinitesimal” análoga em coordenadas polares é dada através de dA = rdrdo. 


dA =rdrdo 


Fig. 2 
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À vista do argumento acima, parece razoável que a integral 


li Fx. y) dx dy = ij fiy) dA 


R 


pode ser convertida em uma integral equivalente em coordenadas polares 
colocando-se х = ғ cos 0, y = rsen 8 e dA = r dr 00. O teorema seguinte 


mostra exatamente como tal conversão para coordenadas polares é aconse- 
Ihável. 


TEOREMA 1 Mudança para coordenadas polares em uma integral dupla 
Suponha que a função f é contínua na região R do plano xy, constituída 
por todos os pontos da forma (x.y) = (r cos Ө, г sen8), onde 0 = rj r = rie o 
= 0 = 8, com 0 < 6, 


[дууа ду= | || f(reos 0. rsen0) dr | do 


$ taz) ler, 


EXEMPLO Mudando para coordenadas polares, conforme o teorema 1, calcule | | an 
R 


dx dy, onde R é a região no primeiro quadrante interior ao círculo x” + у? = 4e 
exterior ao círculo x* + у? = 1 (Fig. 3). 


Fig. 3 


SOLUÇÃO 
A região R é descrita em coordenadas polares através de |=r=2e0=6 = 
7/2; logo, pelo Teorema 1, 


R 


А Algumas vezes, é útil reescrever uma integral iterada dada como uma 
integral dupla equivalente, e então calcular a integral dupla mudando para 
coordenadas polares. O exemplo seguinte ilustra a técnica. 


CÁLCULO 


9x2 


а 
EXEMPLO Caleule a integral iterada | | (2x + y) dy dx pela mudança para 
late 


coordenadas polares. 


SOLUÇÃO 
4J9—x2 


K y 
A integral iterada | | (2x + y) dy dx é equivalente à integral dupla 
M iu 


| | (2x y) dx dy sobrearegiáo R: —3 < x < 3,0 < y < V9 — x? (Fig. 4). Esta 
Li 


Fig. 4 = ol 


região pode também ser descrita em coordenadas polares pord=r<=3e0<89 
= т. Usando o Teorema 1, temos, 


„9—2 


md 


| (2x + y) dy dx = If (2x + y) dx dy = y NT + г sen)" dr dê 
z todo 


EINE 
= | | (2 cos O + sen 0)r? ar do 
"0 pe 


n 3 
(2 cos 8 + sen 9) — ju 
3 lo 


=9 | (2 cos 0 +sen0) d0 
"0 


= 9[2 sen 0 — cos 0] 


= 18. 
lo 


O Teorema 1 pode ser generalizado em inúmeras formas úteis. 
exemplo. considere a região А no plano xy constituída por todos pontos 
coordenadas polares satisfazem as condições. 


0,00, e g()zrzh(0) 


onde 0 < 0, — 0, = 2m e g е h são funções contínuas definidas no inter 
fechado [6,.6,] tal que 0 = g (8) x А (6) vale para todos valores de & 
(Fig. 5). Então, se f é uma função contínua de duas variáveis definis 
regiào R, temos 


- . КЕ | 
feos у) ах dy = Fr cos 0, r sen ovar 
'ü "ream 


f(r cos 0. r sen 0)r dr dO. 


Ш 
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y 


Fig. 5 
EXEMPLOS Use a fórmula anterior para calcular o que se pede: 


1 Calcule | | x dx dy sobre a região R constituída por todos os pontos cujas 
R 


coordenadas polares satisfazem as condições 0 < 0 < m/4e2 cos r2 
(Fig. 6). 
y 
= 
> x 
Fig. 6 2 
SOLUÇÃO 
T r=2 Р 
(| хахау reo rar do = 
'R 8=0 |r=20050 " 
8 cos* 0 Br 
os 0 -——1 dj = 
ж) 


4 


E 


4 E 
== cos 040—+ | (3 + 4 cos 20 + cos 40) 40 
“0 ш] o 


8 ma р 1 ла 
im = (80 +23en20 + зел] 
16,/2— Зп — 8 


12 


2 Ache a área contida pela porção da cardióide г = 2(1 + cos 8) situada no 
quarto е primeiro quadrantes (Fig. 7). 


CÁLCULO 


„r= 2(1 + соѕ0) 


Fig. 7 


SOLUÇÃO 
A região R cuja área é procurada pode ser descrita em coordenadas polares 
pelascondições —7/2 = 8 = m/2eQ x r « 2(1 + cos 0). Portanto, a área A de R 
€ dada por 


a ELLE (F-20698 0) | 2 [p2 paese 
A-||dxdy- |. | ra| a=] | 


EU 


E 
“ma 12 jo 


Е =-п2 


«mz (2 

=| 2(i+cos0Pdo=| 201 + 26050 + cos? 0) dO 
"= "= 

=. afo +98) + - EM ^ -3n4 8 ua. 


3 Ache o volume do sólido no primeiro octante limitado pelo cone z = reo 
cilindro r = 4 sen 6. 


SOLUÇÃO 

O cone z = r tem a equação cartesiana z = x? + уб; logo, o volume desejado 

Vé dado por V = | | Мх + y! dx dy, onde R é a região constituída por todos 
W 


os pontos cujas coordenadas polares satisfazem 0 € 0 = [2e 0 = г = 4sen @ 
(Fig. 8). Logo. 


T ni2 4 senÜ ‚з [ 3 |E send 
v=|| [82 y! dx dy- | | r:rdrdü- | E an 
`'R "s <A "0 o 
sm Wo 


— 0 do = T | sen 0(1 — cos? 0) do. 
`0 


o 


Logo, fazendo a troca de variável и = cos 0, obtemos 


INTEGRAÇÃO MÚLTIPLA 969 


Fig. 8 


4 Ache o centróide da regiao А interior ao círculo r = 4 sen 8 e exterior ao 
círculo г = 2 (Fig. 9). 


Fig. 9 


SOLUÇÃO 

Determinando os pontos de interseção dos círculos, obtemos (2,7/6) e 
(2.57/6) (em coordenadas polares). Logo, a regiáo R pode ser descrita em 
coordenadas polares pelas condições 7/6 = 0 = 5ul6e2 =r = 4 sen 8. Por 
simetria, o centróide de R está situado no eixo y, logo, x = 0 e é somente 
necessário achar Y. A área A de А é dada por 


Sn/6 ¿4send 1 5—6 


а= Цао |. |  rdrdo=3| 
к “re 72 idi 


ld sen d 


E 


ni6 2 


-57/6 E m 
[ (sen? 0 — 2)40 = [(—=®)-›|ш 


ES 2 
„51/6 
=| (2—4 cos 20) 40 
“aj 
52/6 
= (20 — 2 sen 20) 
n6 


4 
=з +2 3 u.a. 
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Portanto, 
ia 1 p576 „400 1 p576 y3y jesene 
=— ||ydxdy=— r sen 0r dr do == seno[ 7 do 
? al р ril is | 3)» 
L7 1 Ga sen* 0 — $ sen 0) do 
-4l 3( sen* 0 — 8 sen 0) 


E = 
1 ЕЕ 4 cos cd a) ELLE 


ЗА - us 8 
g „5/6 
=—— (3 — 4 cos 20 + cos 40 — sen 0) dO 
34 6 
8 sen 40 


7d (30-2 sen20 72 + cos o) 


_3 E я ы Е E 28] E - (161 + 6,/3) 


2 8 2 


5x6 
х/б 


_16т+6,/3 _8т+3у/3 
4т +6,/3 Mm+3/3 


Logo, o centróide de R é 


Conjunto de Problemas 5 


Nos problemas 1 a 8, use coordenadas polares para calcular cada integral dupla sobre a 
região indicada, 


1 [PF actin! ну at gud e y>0 2 [gre gg tar tn ey. 

3 i МӘ утах йу; К:1 < ++)? €20zyzj3x 4 Ir Rix +y l 
к x 

5 ij (x — y)dx dy; R: x? + у? «x 30, y 20 6 [[2xdxdy; R:0 < 0 <л/4,0 <r < 2 sent. 
к Ж 

7 [[ 3xy dx dy; R:0<0<m1/2,0<r «2. 8 [Fax dy; R:—1/2<0<m1/2,3 <r < 3(1 + созі 
R R 


Nos problemas 9 a 16, calcule cada integral iterada pela mudança para coordenadas 
polares. 


2 „== a dA 

10 | | мх? + y! dy dx u[ | (х2 +y 
o “o do 
м SER жй cg 

13 | х ахау 14 | y dy dx 
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М/х? + y! dx dy 


mas 17 à 22, ache a área de cada região R, estabelecendo e calculando uma 
dupla adequada. 


NT R:-0<0<x,0<r<4(1 —cos 0). 18 R:0<0< 


NE к:0<0<л,1<2<1-+зепб. 


R: a região contida na lemniscata 1? = 24° cos 20. 

R- a região interior ao círculo г = 2V/3 sen 0 e exterior ao circulo г = 3 

В: a região interior ao círculo r = | e exterior ao cardióide r = 1 — cos 8. 
Ache o volume do sólido no primeiro octante, limitado pelo parabolóide z = 1 — r*e 
9 cilindro г = 1. 

BE Ache o volume do sólido limitado acima e abaixo pela esfera 1? + z* 
Tateraimente pelo cilindro r = 1. 

35 Acheo volume do sólido no primeiro octante limitado acima pelo plano z = rsen Өе 
limitado lateralmente pelos planos coordenados e pelo cilindro r — 2 sen 0. 

8 Ache o volume do sólido no primeiro octante limitado pelo parabolóide z = Var? e 
pelos planos ғ = 2 sec 0, 8 = 0, 8 = п/4, ez = 0. 

Nos problemas 27 a 30, ache o centróide de cada região R. 

37 R:aregiào interior ao circulo г = 2a cos 0 e exterior ao círculo r = a, onde a é uma 
constante positiva. 

28 К: а região no primeiro quadrante que está situada dentro da curva г = 2 sen 20е 
fora da curva r = V3. 

39 R: o setor circular MG = 0 = 8, 0 = r ro. 

30 Е: —т/4 = 0 = m]4. 0 = г = cos 26. 

31 Ache a massa e o centro da massa de uma lâmina contida na região R: х? + y* = 1,x 
= 0, у > 0 se a função de densidade o é dada por o(x,y) = ух + y^. Suponha que a 
massa é medida em quilogramas е a distância em metros. 

32 Ache o momento de inércia em relação ao сіхо x, l+, em relação ao eixo y, „е em 
relaçãoà origem, fo, de uma lámina homogénea na forma de uma folha da rosácea de 
quatro folhas г = a cos 20. Use a folha que corta o eixo positivo x e suponha que а 
massa total da lâmina vale m gramas. 

33 Ache o momento de inércia em relação ao eixo y, /, de uma lâmina homogênea de 
massa total m gramas na forma de uma lemniscata г? = 2a? cos 20. Suponha que as 
distâncias são medidas em centímetros. 

34 Uma lámina circular de raio r está centrada na origem. Sua massa total valem 
gramas e sua densidade em um ponto a г unidades da origem é proporcional a r", 
onde n é uma constante. Ache seu momento de inércia I, em relação ao eixo x. 
Suponha que as distâncias são medidas em centimetros. 

35 Seja R a região constituída por todos os pontos cujas coordenadas polares satisfa- 
zem, 65 Ө, е гу = г = г\. Suponha que F e G são funções continuas definidas nos 
intervalos [60,8,] e [ro.ri] respectivamente. Se (х,у) é um ponto em А cujas 
coordenadas polares são г e 6, defina por f[x,y) = F(b) - G(r). Prove que 


4e limitado 


|| fis) de dy = ro a| : К a) 


R 


36 A integral imprópria | e? dx é importante na teoria das probabilidades. Seu 


valor exato pode ser encontrado usando coordenadas polares e é uma passagem 


hábil. Escreva А е^ dx, visto que 


(a) Mostre que А? = | [е6 +2 dx dy, onde R é o plano xy inteiro. 
R 
(b) Converta a integral dupla (imprópria) na parte (a) em uma integral equivalente 
em coordenadas polares. 


p 
(c) Conclua que | е7 dx = n. 


© 


л/4, 0 <r < 3 cos 20. 
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Integrais Triplas 


As integrais triplas, aplicadas sobre sólidos no espaço xyz, são definidas 
segundo uma analogia com a definição de integrais duplas aplicadas em 
regiões de plano xy. Os pormenores da definição são muito adiantados para o 
cálculo avançado, por isso nós simplesmente esboçaremos as idéias princi- 
pais. 

Dada uma região sólida $ no espaço tridimensional, como um paralele- 
pípedo, um cubo, uma pirâmide. uma esfera, um elipsóide, e assim por 
diante, e dada uma função f de três variáveis, definida em cada ponto (x.y,z) 
em $, definimos a integral tripla (se existir) como sendo 


| | | f(x,y,z) dx dy dz 


Primeiramente, inscrevemos o sólido $ em um paralelepípedo B, com as 
arestas paralelas aos eixos coordenados (Fig. 1). O paralelepípedo é agora 
dividido em inúmeros pequenos paralelepípedos, pela sua interseção com 
planos paralelos aos planos coordenados (Fig. 2). Esses pequenos paralele- 
pípedos são chamados de células da partição. Todas as células da partição 
que não tocam a região $ são desprezadas. As células restantes. as quais 
tomadas juntamente contêm o sólido $ е aproximam-se de sua forma, são 
numeradas de um modo conveniente e chamadas de 48,, AS, ASm: O 
valor da máxima diagonal de todas essas células é chamado de norma da 
partição e é conhecido por 7 (letra grega, “eta””) 


+ 
>) 
0, ш y 
— 
B 
e 
х 
Fig. 2 
São escolhidos pontos, um de cada célula AS. ÀS, AS de modo 


que cada ponto escolhido pertença a $, onde o ponto escolhido da k-ésima 
célula é denotado por (xy, yr 24). k= 1,2, ...,m. A partição, juntamente 
com os pontos escolhidos, é chamada de partição estendida 

Correspondendo a cada partição estendida podemos formar uma soma 
de Riemann 


m 


X /(хї, yt, 22) АЙЫ 


4=1 


onde AV,é o volume da k-ésima célula AS. Podemos agora definir a integral 
tripla como sendo o limite (se existir) de cada soma de Riemann, quando o 
número de células cresce indefinidamente e, conseqüentemente, a norma y 
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tende para zero; simbolicamente, 


[| f(x.y.z)dxdydz— lim Y f(xf.y 


E.) AVe 
7-0 у= 
H к=! 


Se a integral tripla | | | f(x,y,2) dx dy dz existe (isto é, se o limite superior 


existe), então a função fé dita Riemann-integrável no sólido S. Em cálculo 
avançado é mostrado que se 5 é uma certa região tridimensional (Cap. 7, 
Seção 1) contendo todos os seus limites individuais, e se fé contínua em 5. 
então fé Riemann-integrável em S. Assim, as integrais triplas satisfazem o 
análogo da propriedade 1 (a Propriedade de Existência) para integrais duplas, 
vista anteriormente na Seção 2.1. 


Como de fato. os análogos das propriedades 1 a 8 das integrais duplas 
dadas na Seção 2.1, aplicar-se-ão às integrais triplas (problema 24). Por 
exemplo, o análogo da Propriedade 2 é o seguinte: Se с é uma constante e 5 


uma certa região tridimensional de volume V, então | | | c dx dy dz = cV.Em 
e 
particular, V = ||| dx dy dz. 
5 
Pode ser demonstrado que uma integral tripla de uma função contínua 


aplicada em um sólido de forma apropriada pode ser reduzida a uma integral 


iterada equivalente — aqui, contudo, a integral iterada envolve uma integral 
dupla. De fato, temos o que se segue. 


Procedimento para cálculo de integrais triplas por iteração 

Seja R uma dada região no plano xy, o qual contém todos os seus limites 
individuais (próprios), e suponha que g e й são funções contínuas definidas 
azendo g(x.y) = A(x.y) para todos os pontos (x,y) em А. Seja S o 


sólido constituído por todos os pontos (x,y,z) satisfazendo as condições tais 
que (x.y) pertence a Ке 


gix.y) < z < (х,у) 
(Fig. 3). Logo, se f é uma função contínua definida em S, 


$ R 


24| dx dy. 


Figo — 
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O sólido 5 no processo de iteração acima é evidentemente limitado 
superiormente pela superfície z = h(x,y), abaixo pela superfície z = g(x,y), e 
lateralmente pelo cilindro limitado por R, formado pela geratriz paralela ao 
eixo z. A integral “interior” 


zchony) 


f y,z) dz 


2= х,у) 


é. obviamente, calculada enquanto tomarmos x е у, temporariamente, como 
constantes. Após isto estar calculado, a integral dupla exterior pode ser 
calculada usando os métodos dados nas Seções 2,3 e 5. 


EXEMPLOS 1 Calcule [if (x + y + z) dx dy dz, onde S é o sólido limitado superiormente 


HE (x+ y + z) dx dy dz ^ 


s 
pelo planoz = 2 — x — y, inferiormente pelo plano z = 0, e lateralmente pelo 
cilindro limitado pela região triangular R: 0 = x = 1,0 = y = 1 x(Fig. 4). 


Fig. 4 


SOLUCAO 
Usamos o processo de iteração com g(x.y) = 0, (x.y) =2=x=y e R comal 
descrito. Logo. 


7 ж EN E 
= (cre dde ddr е || (= +› S) | жая 
x 2)h 
yf 
E: gia pigs qom dx dy 
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2 Calcule o volume do sólido S limitado porz+x?=9,y+2=4,y=0ey=4. 


SoLUCAO 

A superfície z + x* = 9 é um cilindro parabólico, aberto inferiormente, com 
geratrizes paralelas ao eixo y: logo, é preciso definir a superfície que delimita 
S inferiormente. A superfície y+z = 4éum plano que corta o planoz = Onaretay 
= 4, é define a superfície que delimita S inferiormente (Fig. 5). O volume V 
desejado é dado por 


p= | | | dx dy dz. 
y 


Para calcular a integral tripla por iteração precisamos determinar a 
região R, obtida projetando-se o sólido $ perpendicularmente sobre o plano 
xy. 

Obviamente, as retas y = 0e y = 4fornecem dois dos limites de R. A fim 
de determinar o limite restante de R, vemos que as superfícies delimitadas de 
S, superior e inferior, encontram-se no espaço numa curva constituída por 
todos os pontos (x.y.z) que satisfazem as equações simultáneas. 


[Е 2:9 
L+z=4 


O limite restante de R é obtido projetando-se esta curva perpendicular- 
mente sobre o plano xy, e isto pode ser completado algebticaméntes elimi- 
mandes se a variável z das duas equações simultáneas. Logo, y + 9 — х? = 400 
y 2 х? — 5, de modo que x = +Vy + 5. 

A região А é obviamente do tipo Пе é descrita pelas inequações 0 < y < 4 

-Vy + 5 = х = Vy + 3 (Fig. 6). Logo, 


d 


da [259-72 
dx dy p= [| | dz 
д Uz=4-» 
Ads 
(5 — x^ + y) dx 
0 (а= Yes 
E n 2 ; 
LY y 5—5 +52 + 2у,/у + al dy 
20 4 4 5 20 вы 
= (y4- 5p/2 — À sê Loto soi ly 3/2 
FU ) 15 +5) +50 +5) 30+5) | 


4 


8 5/2 m 8 ji 
ig 0*5) li = 15043 — 25/5) = 99,79 u.v. 


(A integral [ 2yv/y-- 5 dy foi encontrada fazendo-se a substituição u = y + 5, 
logo y = u — 5 e dy = du). 
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Fig. 6 


3 Calcule o volume do sólido 5. limitado pelos parabolóides elípticos 2 = 18 — 
P- уе = ж? + 5у'. 


SOLUÇÃO 

A superfície 2 = 18 — x? — у é um parabolóide de revolução (em torno do eixo 
z) aberto inferiormente; logo, ela define a superfície que delimita o sólido 5 
superiormente. O parabolóide elíptico z = x? + Sy? é coberto superiormente 
(Fig. 7). Eliminando z das equações simultâneas 


Fig. 7 


obtemos 
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a equação do contorno da região R no plano xy. 
Tratando R como uma região tipo II descrita pelas inequações 


Ri-/3<y< МЗ, =49-3y «x € 9 —3Зу?, 
“epetindo a integral tripla para o volume V de 5, obtemos 


| 


| „18—хг—у2 
R 


F= Mas dydz= a| dx dy 
7 *х®+5у2 
„У9— 3y? 


АА „з 
= || (18 — 2х2 — 6y?) dx dy = | 


Ju 


[(18 — бу?) — 2х2] dx dy 


A 


Ж d 
Ra x oH 

- | q bus = 6у2)(9 — 3y2)12 — 3 (9— ayy] dy 
A 
„з 4 

Es | o зур — 3 (9 — pe] dy 
28 

m eol 

-8° o зуг) ау = I5 [o ay ау. 

Sia 3:0 


Fazendo-se а troca da variável y = V3 sen 6,0 < 6 = 1/2, portanto, 
temos 


.nÍ2 
V = 144/3 | cost 0 40 = 144/3 Е + 120 + Е 
"0 


л}2 


o 


= 27а,/3 uv. 


No processo de repetição para integrais triplas, podemos trocar os 
papéis das variáveis x, y е z. Por exemplo, na Fig. 8, temos um sólido 5 
limitado à esquerda e à direita pelas superfícies у = e(x,z) еу = h(x,z), 
respectivamente, e limitado lateralmente pelo cilindro que limita a região R, 
com geratriz paralela ao eixo y. Aqui, a região R considerada está contida no 
plano xz, e temos 


|| /(х,у„2)4хауас= | ne ? fx, y, z) dy | dx dz, 
1) gl 


5 


у= х) 


Fig. 8 H 
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Sendo fuma função contínua em S. Um resultado semelhante obtém- 
se $ é limitada anteriormente por x = g(y,z) posteriormente por x = A(y.z) 
lateralmente por um cilindro com geratrizes paralelas ao eixo x. 

Resumindo, então, há realmente três casos do teorema de iteração p: 
integrais triplas de funções contínuas sobre regiões sólidas, dependendo 
forma de sólido: 


Caso 1: R é uma dada região do plano xy e o sólido 5 é constituído por tod: 
os pontos (x,y,z) tais que (x,y) pertence a R e g(x,y) = z = hlx.y) 
Logo, 


rh) 
| Ple y, z)dz 


Б) 


dx dy. 


fiy z) dx ауа = || 
H | 


Caso2 Ré uma dada região do plano xz e o sólido 5 é constituído gd | 
pontos (x,y,z) tais que (x.z) pertence а R e g(x,z) = y = Alx,z). Logo, 


гун) 


гоа dy de = || | f(x. 3.2) dy | dx dz. 
5 


E Lya 


Caso 3 Ré uma região admissível do plano yz e o sólido $ é constituído 
todos os pontos (x.y.z) tais que (y,z) pertence a R e g(y.z) = x 
h(y.2). Logo, 


| х=) 


х=) 


Глу) ax dy dz = || f(x. y, z) dx | dy dz. 


$ R 


Calcule | | | 3z dx dy dz onde S é sólido limitado por x = 0, y = 0,2 = lex *3 
e 


+2:=2 


SOLUÇÃO 
A superfície x + y + 2 = 2 é um plano que intercepta os eixos no incio 


define a superfície que delimita 5 frontalmente. As restantes supe: 
delimitadoras são os planos coordenados e o plano z = 1 (Fig. 9). Tratamos. 
como no caso 3, com a regiáo R no plano yz definida por 


Ri0<r<l, (sy <2=x3 


Fig. 9 
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е о sólido 5 definido por 
Si(uzemR e O0xxs2-y-z 


Logo, 
fff 3zdxdydz- (| [ИГ dydz- ff 3z(2 — y — z) dy dz 
1 А ge 1 
т pe y=2-2 E 
=| А Í и 2 -»- 34a 
2-0 у= 
„т=1 3 y=2-2 
= le: = yz- ve) | 4: 
“2=0 2 =0 


1 


“o 


4 
Ene +62) dz= Е 


76.1 Integrais triplas iteradas 
A integral do exemplo anterior pode ser escrita como 


„х=2-у-: 


il [ 3z dx 
*oUs-0 


z=1 | у=2-2 [.=2-y-2 

dy dz = | li | ds | 0) a 
“z=0 Vy=0 “x=0 

e, na última forma, é chamada de Integral tripla ierada. A menos que haja 
confusão, os colchetes e a informação detalhada sobre os limites de integra- 
ção são usualmente omitidos, e a integral tripla iterada é escrita simplesmente 
como 


ES dx dy dz. 


A ordem de integração é determinada pela ordem das diferenciais, lidas 
da esquerda para a direita, como nas integrais duplamente iteradas conside- 
radas na Seção 1. 


E 
EXEMPLO Calcule a integral tripla repetida | | x cos y dz dx dy. 
^. 


10 '0 
SOLUÇÃO 
A792 X „Ж N LXI x2 
| x cos y dz dx dy = | i | x cos y dz | dx) dy 
ss pa "0 "o 
«uz 1 x2 
=| (| (x соз y)z Jaja 
`0 “0 
dias 1 | m pas | 
= x? cos y dx) dy = — cos dy 
a, ja 
n2 j " 
- | 5 ЖШ zl 
da 4 а a a 


А O cálculo da integral tripla por iteração sempre conduz а uma integral 
iterada da forma 


+= ht) 


E Саша) 


R 


Fu, von) de] du dv, 
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onde u, v е w representam as variáveis x, y ez em qualquer ordem, e onde R é 
uma região admissível no plano uv. Se a região plana R é do tipo I ou do tipo II 
a ültima integral pode ser reescrita como uma integral tripla iterada tendo 
tanto a forma 


pub Hu) w=h(u,0) 
| | f (uv, w) dw dv du, 


u=a "v-G(u) “w=g(u) 


quanto a forma 


.Umb .u- Hg) юни) 
J(u, v, w) dw du dv. 


б) ` w=g(ue) 


Conjunto de Problemas 6 


Nos problemas 1 a 6, calcule cada integral tripla iterada. 


due ie P JY sias 

1f [ | yazdyax 5x dx dz dy 3 | | | G2) dy dzdx 
todo do eo o 
2 „=й у xà „эзе 240/2) 

af] | xz dz dx dy | 24 sen y dz dy dx 6 | | z dx dz dy 
"e “o o "x v e ы 


Nos problemas 7 е 8 (a) calcule cada integral tripla iterada, (b) reescreva a integral 


umm 
como uma integral iterada da forma | | І Fu v,w) a») du dv, onde u, v ew são 
LEE) 


as ÓN x, y ez em qualquer ordem, e (c) reescreva a integral como uma integral 
tripla. 


¿| METTI ef sen (x + y) dx dz dy 


Nos problemas 9 a 16, esboce o sólido S e calcule cada integral tripla. 


9 [| (3х + 23) dx dy dz, onde S é o sólido limitado superiormente pelo planoz = 4, 


inferiormente pelo planoz = 0 e lateralmente pelo cilindro com geratrizes paralelas 
ao eixo z, sobre a região quadrada R: —1 = x = 1; -1 sy «3 

10 Jt 3xy dx dy dz, onde S é o sólido no primeiro octante, limitado pelos planos 
coordenados eoplanox+y+z=6. 

п [|| V32F 7 dr dy dz, onde S é o sólido determinado pelas condigóesa? + y* 1е0 
Eis VETA 

12 [| xyz dx dy dz, onde S é osólido determinado pelas condições0 = х = 105 у= 
HE 0=z=xy. 


13 [|| x dr dy dz, onde Si + у} scores 
5 
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(x + y) dx dy dz, onde 5 é o sólido limitado pelos planosz =x — y:iz =x + 
xex=1. 

* dx dy dz, onde S é o sólido limitado pelos planosz = 0,2 = 1,х+у = 0;х + 
x—-v»-0ex-y-l. 


ix dy dz, onde S: x? + у= 1:0 z = + y*. 


s 17 a21, use integração tripla para calcular o volume de cada sólido 5. 

do limitado superiormente porz — y, inferiormente porz — 0 e lateralmente 

dra s 1 — 2а, 

ólido no primeiro octante limitado pelo cilindro y = 4 — х eos planos z = х;у 

lez =0. 

limitado pelas superfícies z = 8 — x) – y’ ez = x* + 3y*. 

= о sólido no primeiro octante limitado pelos planos coordenados e os planos 
I 1 ez = k, onde a, b, c e k são constantes positivas e k < c. 


b 


o sólido limitado pelos planos x + z = 1. у = x, y 0ez = 0. 


эзе a integral tripla | | | хуу) dx dy dz como uma integral tripla iterada em 


seis diferentes modos (isto é, com seis diferentes ordens de integração, se o sólido 5 
© dado por: 

S é limitado por x + y + z = 1 e os planos coordenados. 

) S é limitado por z = 1 — 3* — Y ez = 0. 

123 Descreva o sólido S, cujo volume é dado por 


1 „1-2,5 
| dx dy dz. 
o a 


Е24 Determine os análogos, para integrais triplas, das propriedades de 3 a 8 para 
integrais duplas na Seção 2.1, 
2 6 
25 Descreva о sólido 5, cujo volume é dado por | | | dz dy dx. 
то era 


26 Suponha que f é uma função contínua definida em todo espaço xyz e que 


Ii fx yz) dx dy dz = 0 
E 


para qualquer sólido 5. Prove que /(х,у,2) = 0 para todos os pontos (x,y,z). 


7 A Integral Tripla em 
Coordenadas Cilíndricas e 
Esféricas i 


Na Seção 5 nós concluímos que a conversão para coordenadas polares 
pode resultar em certas integrais duplas mais fáceis de serem calculadas. 
Analogamente, como mostraremos nesta seção, a conversão para coordena- 
das cilindricas ou esféricas pode ser vantajosa no cálculo de integrais triplas. 
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7.1 Conversão para coordenadas cilíndricas 
Uma integral tripla pode ser convertida para coordenadas cilíndricas 
mediante o seguinte processo. 


Processo para conversão de integral tripla em coordenadas cilíndricas 


Sejam 0, e 6, constantes tais que 0 < 0, — б, = 2r e suponha que Ge H são 
funções contínuas tais que 0 = G(0) = H(0) seja verdade para todos os valores 
de 8 no intervalo [б.б]. Seja g e h funções contínuas tais que g(r,0) = A(r.8) 
seja verdade para todos os valores der e 8 сот be < 0 = 0, е G(0) = г = H(8). 
Chame de $ o sólido constituído por todos os pontos cujas coordenadas 
cilíndricas (r,0,z) satisfaçam as condições 


0 <0<0,. G(0)<r<H(0), g(r.0) x z < h(r,0) 


(Fig. 1). Logo, se f é uma função continua definida para todos os pontos 
(x,y,z) do sólido S, 


| f(x,y,z) dx dy dz 


š 


HO) uhr) 


| | f (r cos 0, r sen б, z)r dz dr de. 


“Mo C 60 7 gir 


Fig. 1 


A fim de ver como este processo funciona chame de R a região xy 
constituída por todos os pontos cujas coordenadas polares (r,0) satisfaçam 8 
= 6 = 0, e GØ) = ғ x H(0). Igualmente. sejam 2 = a(x,y) ez = b(x.y) as 
equações das superfícies delimitadoras de 5, superior e inferior, escritas em 
coordenadas cartesianas. Logo, pelo processo de iteração da Seção 6, 


== 


e» 
f(x. y, z) dz | dx dy. 


2=a(x,y) 


| T(x,y,2)dx dy dz = Il | 
к 


5 


Agora, se а integral dupla sobre a região R na equação anterior € 
convertida para coordenadas polares, como na Seção 5 o resultado & 2 
fórmula mostrada no processo acima (problema 28). 
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„2 .4A—x3 „6 T 
EXEMPLOS 1 Expresseaintegral \ \ X уй + y! dz dy dx comouma integral 
de ts “o . 
tripla Merada em coordenadas cilindricas, e calcule a integral obtida. 


SOLUÇÃO 
A integral tripla iterada é equivalente à integral tripla ji | мх + y? dx dy dz 
Hu 
оме 5. @ x «2,0 < y =\/4 — А7, Oz x 6 (Fig. 2). A região 


E 


R:0<x<2, 0<у< 4/4 


Fig. 2 х 


e а porção do disco remar © + ў- = № no pimêro quadrante; dogo, na 
notação em coordenadas polares é 


R:0<0<5, 0<ғ<2, 


Portanto, usando о processo рага а conversão de uma integral tripla em 
coordenadas cilíndricas, temos 


(r cos 0)? + (r send)? r dz dr de 


FT uo + y? dz dy dx 


P NN M n 2 6 
zal | | М rdzdr do = | | (е аав 
o todo “o “o o 
„її „2 RE 2 
=) 1| ór drað | for Je 
"o “o "o o 
E na 
=| 16d0=160| =8x 
Ыг jo 


2 Usecoordenadas cilíndricas para calcular o volume de um cone circular reto 
cujo raio da base é a e cuja altura é A (Fig. 3). 
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Fig. 3 


SOLUÇÃO 
Se chamarmos o cone de sólido 5 e colocarmos uma base R no plano xy e seu 
vértice no eixo z no ponto (0.0.4), então seu volume será dado рог 


Y = [|] dx dy az. 
| 


A superfície que delimita superiormente 5 é formada pela rotação dareta 
do plano yz. cuja equação é (y/a) + (z/h) = 1 em torno do eixo 2: logo, a 
equação, em coordenadas cartesianas. da superfície limite superior é 


(Cap. 15, Seção 8.3). Visto que z = h é a porção da superficie que delimita S, 
precisamos usar o sinal negativo na equação acima; logo, 


=. 
а 


TPE. 
AX vy 


Convertendo esta equação para coordenadas cilíndricas, usando r = 
Vx + y’. obtemos 


para a equação da superfície limite superior de $ 
Como a base R do cone sólido 5 pode ser descrita em coordenadas 
polares por R: 0 = 0 = 2g, 0 = г = a. segue-se que 


„h= (hja)r 25 n A 

пага = | | (r! r)r arao 
ʻo “0 a 

Tiai é x 

z(t — =) = = да? шу 


2 3 3 


3 Calcule o volume do sólido 5 limitado pelo parabolóide z = | - Q? + y") eo 
plano z = 0 (Fig. 4) 
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Fig. 4 


SoLucáo 

Em coordenadas cilíndricas, a equação da superfície limite superior de S éz = 
1 — ё. Este parabolóide intercepta o plano z = 0 num círculo de raio 1, no 
interior do qual se encontra a base R de 5. Logo, o volume desejado é dado 
por 


Due À uice 


v=|[uxdvaz=| | |  razardo 
La "e 
PUE А. 
=| | 0—2) аад 
e A 
2n r? nt 1 
-k -aL 


i 4d т 
= a; = a) = UM. 


Como nos exemplos mostrados acima, 4 conversão para coordenadas 
cilíndricas é usada especialmente quando o sólido $ é simétrico em relação ao 
eixo z. 


7.2 Conversão para coordenadas esféricas 
A integral tripla pode ser convertida para coordenadas esféricas, de 
acordo com о seguinte processo: 


Processo para conversão de integral tripla para coordenadas esféricas 
Sejam 8o. 0,. do, br. po, © ру constantes tais que 0 < Ө, — 8, = 2r e0 = po < 


ру. Suponha que o sólido 5 seja constituído por todos os pontos cujas 
coordenadas esféricas (р. 8, ф) satisfazem as condições 


ро <р <р. 0<0<0, фе S6 € $i 


(Fig. 5). Logo, se fé uma função contínua definida por todos os pontos (x,y.Z) 
do sólido 5, 


||| feno a dx dy de 
5 


= | | | f (р sen à cos 0, p sen $ sen 8, p cos ф) p? sen à dp 40 do. 


do *% "gn 
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Fig. 6 


Fig. 5 


A fim de ver como é feito o processo, considere a Fig. 6, que mostra uma 
porção infinitesimal dV do volume V do sólido 5 da Fig. 5, correspondendo a 
trocas infinitesimais de p, 8 e ф para dp. do e db, respectivamente. 

Logo, em coordenadas esféricas, 


P = (9.0.6) 

Q = (9.0.6 + dé). 

R= (p,0 + 40,ф + dd), 
T = (p + dp,0,6). 


Evidentemente, dV é virtualmente o volume de um paralelepipedo “inf 
nitesimal” com dimensões |PQ|. |OR| e |PT]. Obviamente, 


|PT| = dp. 


Visto que P e О estão no círculo de raio |OP| = |00| = p, e visto que a 
arco PQ subtende o ângulo dg. temos 


|PO| = p de. 


Por dq ser infinitesimal o ángulo ОО é virtualmente o mesmo que (7/2) 
— &: logo, considerando o triângulo retângulo ОСО. temos 


|0U| = [00| cos (5- o) = p send. 


Note que |QR| = |UW| e que U e W pertencem ao círculo de raio [OU] =» 
sen 8. Logo, visto que o arco [UW] subtende o ângulo d9, temos 


"| [00| 40 = p sen $ 40; 


Z 
Б 
[ 


(p dó)(p sen ф 40)(4р) = p? sen ó dp ВИЙ 


EXEMPLOS 1 


iff (2 +93?  z! y dx dy dz 


У 
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Logo, como em coordenadas cartesianas o volume de um paralelepípedo 
infinitesimal de dimensóes dx, dy e dz é dado por dV — dx dy dz, os infinitési- 
mos correspondentes de volume, em coordenadas esféricas, são dados por 

dV = en ф dp de аф. onsiderações podem fazer a fórmula de 
conversão para coordenadas esféricas parecer plausível. 


3,52 „/#=—хї=у1 


Expresse a integral tripla iterada Q8 + y? + z*y dz dy 


*0'0 "6 
dx, como uma integral tripla iterada equivalente em coordenadas esféricas e 
calcule a integral obtida. 


SOLUÇÃO 
A integral tripla iterada dada é equivalente à integral tripla 


(il (8 + y? +22) dxdydz, 
onde 5 é limitado pela porção da esfera x? + y? + 22 = 9 pertencente ао 
primeiro octante e pelos três planos coordenados (Fig. 7). Passando para 
coordenadas esféricas, e vendo que 5 é descrito pelas condições 


8$:0«9 «7, 0<0<5, 0Sp<3, 


Fig. 7 


temos 


y2 .3 
| (9^ Pp? sen à dp do do 
“a 


.n2 „2 P 3 
= | | — («тә | dO d$ 
"o "B 9 io 
{2 2 
= 2187 | (o sen $ NES eo send dà 
a i 
MIR E " г) 21870 
A Sol X 


2 Use coordenadas esféricas para calcular o volume V da esfera de raio a. 
SOLUÇÃO 
A esfera $ de raio a com centro na origem é descrita em coordenadas 
esféricas pelas condições 


S:0€ó xm, 0<0<2л, 0xpxa 
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Logo, 


p= MES dy dz = i Г" E sen ф dp do do 
ES sog ^B 


ж „йж [43 4 lay „# 2743 
= | (== | as do | | d'en 
"070 a o "070 3 
|" 2nd? sen —2na? cos ф |" 
=| ош йш ш... 
bma 3 А 
d 3f =A 3 
- 229—0 HA 0. - rà? u.v. 


3 Calculeo volume V do sólido S, no primeiro octante, limitado pela esfera р = 
4, pelos planos coordenados, o cone ф = 7/6 e o cone ф = 7/3 (Fig. 8). 


Fig. 8 


SOLUÇÃO 


е „з „2 
V=|lldxaydo=) | 
[44 *zx6*0 


s 


E 
| р? send dp 404ф 
© 


anja 1/2 


za с 
-[ [C Ssngdodo=[ S eee) аф 


*x6 `0 

322 p], -3m po cos т 
за MU E i 
1 2 

= б (3 — 1)ux 


Conjunto de Problemas 7 


Nos problemas 1 a 4, calcule cada integral tripla repetida. 


x .3eo8 .3 LM 


"M | rsen 0 dz dr do 2| | | ноода dedo 
toto o do to to 
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— + AE най 
| | seng dp do dy a| | | азза? 0senodpd da 
“o “o 


do Фай 


problemas 5 e 6 (a) reescreva cada integral tripla iterada em coordenadas cartesia- 
como uma integral tripla equivalente sobre um sólido 5 apropriado e esboce o 
. (b) reescreva a integral tripla obtida em (a) como uma integral tripla iterada em 

s cilíndricas e (c) calcule a integral obtida na parte (b). 


Nos problemas 7 е 8 (a) reescreva cada integral tripla iterada em coordenadas cartesia- 
mas como uma integral tripla equivalente sobre um sólido $ apropriado e esboce o 
solido, (b) reescreva a integral tripla obtida em (a) como uma integral tripla iterada 
equivalente em coordenadas esféricas e (c) calcule a integral obtida em (b). 


A 


dz dy dx adii я 
a do Lt E i l, | 


xz dz dy dx 


Nos problemas 9 a 12, converta para coordenadas cilíndricas e calcule a integral. 
9 | | | тут ds dy dz, onde 5 é o sólido no primeiro octante limitado pelos planos 
coordenadas, pelo plato z = apelo cilindros а ўза 28. 
10. [[[ (+ 529 dx dy dz, onde S é o sólido limitado superiormente pelo parabolóide 


derevolugáoz = V2(x* + у?) inferiormente pelo plano xy, lateralmente pelo cilindro 
y-4 


, onde S é o sólido limitado superiormente pelo plano z — 4, 


inferiormente pelo plano z = 1 e lateralmente pelo cilindro x* + y? = 16. 
dx dy dz, onde 5 é a superfície cilíndrica de altura A > 0, com a base no plano 


entre os cilindros х2 + y? = a? e x* + y? = b?, onde b > a > 0. 


Nos problemas 13 a 16, converta para coordenadas esféricas e calcule a integral. 


М + у? + 2º dx dy dz, onde S é a região limitada pela esfera de raio 3, com 


centro na origem. 


14 Tfl dx dy dz, onde S é a superfície esférica determinada pela condição 0 « a = x? + 
Ea 
gre de 
15 (x? + y? + 22)? dx dy dz, onde 5 é o sólido no primeiro octante limitado pela 


H 


esterax + y? + 2º = 25, pelo cone z = М + у? e pelo cone z = 2V/x* + y^. 


16 ||| senv5F52+ =? dx dy de, onde S é o sólido limitado superiormente pela esfera 


5 
x? + у? + 2º = 49 e inferiormente pelo cone z = Vx? + уг. 


Nos problemas 17 а22, use uma integração apropriada em coordenadas cilíndricas para 

calcular o volume V de cada sólido 5 

17 5 o sólido no primeiro octante limitado pelo cilindro х? + у? = 9, pelo plano z = ye 
pelos planos coordenados. 

18 S éo sólido limitado pelo plano z = x e pelo parabolóide de revolução z = х? + y’. 

19 Séo sólido no primeiro octante limitado pelos planos coordenados e pelas superfi- 
cies x? + y! = zex? + у? = 2y, 


990 CÁLCULO 


20 Sé o sólido limitado superiormente pelo cone 
z = 0 e lateralmente pelo cilindro x* + y? = 4x. 

21 Sé o sólido limitado superiormente pela esfera x? + у* + 22 = 8, e inferiormente pelo 
parabolóide x° + y? = 2z. 

22 5 é o sólido limitado superiormente pela esfera x? + y? + (z — 1/2) = la е 
inferiormente pelo cone 2 = \/х* + y*. 

Nos problemas 23 a 26, use uma integração apropriada em coordenadas esféricas para 

calcular o volume V de cada sólido 5. 

23 $:0 ф = 1/4, п/6 = 0 = п[3,2 = p x4 

24 S é limitado lateralmente pela esfera x + y? + z? = a? e está contido entre a região 
abaixo da superfície lateral e a parte superior (lado do vértice) do cone circular reto 

2 = Ьа? + y”), onde а e b são constantes positivas. 

25 Sé limitado superiormente pela esfera x? + у? + z' einferiormente pelo conez = 
MX у?. 

26 Sé o sólido constituído por todos os pontos cujas coordenadas esféricas satisfazem 
0<80<2т,0<ф=<=р,0 =р = 2(1 – cos ф). 

27 Calcule o volume de cada uma das duas partes da esfera de raio а > 0, cortada por 
um plano passando k unidades do seu centro, onde 0 < k < a. 

28 Complete o argumento fazendo o processo de conversão de uma integral tripla para 
coordenadas cilíndricas plausível pela iteração da integral dupla 


x? + y?, inferiormente pelo plano 


[= 


fF fox y, 2) dz | dx dy 


Ca 


em coordenadas polares, como sugerido no texto. Quais suposições você precisa 
fazer? 

29 Use o método do Exemplo 3 na Seção 7.2 para transformar o problema 20 no 
problema 3 do Cap. 7. 

30 Suponha que $ é um sólido constituído por todos os pontos cujos coordenadas 
satisfazem as condições б, = 0 = Ө,, С(@) = & = H(8) e g(9.6) = p = А.ф). onde G, 
Н, g е h são funções contínuas. Se fé uma função contínua definida em $, encontre 


uma integral tripla repetida em coordenadas esféricas equivalente a | || х,у, :) dx 


5 
dy dz. 
31 O “hipervolume” de uma “hiperesfera tetradimensional” de raio a é dado por 


2 Ма? — xi — у*— 22 dx dy dz, onde 5 é a esfera sólida de raio a no espaço xyz. 
р: i 


s 
Calcule este **hipervolume””. 


8 Aplicações Elementares de 


Integrais Triplas 


Na Seção 4 nós usamos a integral dupla para a solução de problemas 
envolvendo densidade, momentos, centros de massa, centróides e momentos 
de inércia. Nesta seção, apresentamos aplicações semelhantes das integrais 


triplas. 


8.1 Densidade e integrais triplas 


Considere uma porção de volume, tal como massa ou carga elétrica, 
distribuída continuamente, mas não necessariamente uniforme, sobre шта 
região do espaço tridimensional xyz. Por analogia com o exemplo bidimen- 
sional considerado na Seção 4.3, uma função «de três variáveis é chamadade 
junção densidade para essa distribuição tridimensional se, para qualquer 
região sólida 5 tridimensional, a integral tripla 


|| a(x.y,2)dx dy dz 


N 


EXEMPLO 


m 
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existe e dá o total de volume contido na região 5. 


Tem-se uma massa distribuída através do interior de uma esfera de raio 1 m, 
de tal modo que a densidade em um ponto P é inversamente proporcional à 
distância de P ao centro, e na superfície esférica a densidade é de 1 g/cm”. 
Calcule a massa total em kg contida na esfera. 


SoLuçÃo 
Seja 5 a esfera de raio 100 cm, com centro na origem. A densidade no ponto 
(x.y.z) é dada por 


onde k é a constante de proporcionalidade . Na superficie da esfera, 0(x,y,2) 
= 1 glem? e Vx? + у? + 2? = 100; logo, k = 100 e 


e(xy,z)- 10% 


у 


А massa total ет 5 é dada por 


m= 


HE o(x,y.z)dx dy dz = || 


Usando coordenadas esféricas, temos 


„т Q2x ‚100 „т .2т „100 
=| | | Cpsendapdoap=| | | —100psendpd0dó 
COM Cm p Su Eu. HO 
A m ht 2 100 E E sd 
=| | ( xs sen | d0 dg = a | | send do do 
Le ta 2 o 2 ioro 
100)? " z 
ar Шү | seno do = (тюр —cos ф | = 2n(100P g 
2 s o 
2a(100) 
- =2 E 
1000 kg 0007 kg 


O valor da densidade o(a,b,c) de uma distribuição tridimensional, no 
ponto (a,b,c), pode ser interpretado como o valor limite do total de massa por 
unidade de volume em uma pequena região tridimensional AS em torno do 
ponto (a,b,c) com AS tendendo a zero, no sentido de que a máxima distância 
entre dois pontos quaisquer de AS tende a zero (problema 29). Segue-se que o 
total infinitesimal dq de massa, contida numa região de volume infinitesimal 
tridimensional dV, em torno do ponto (x,y,z) é dado por 


dq = o(x.y. т) dV 


8.2 Momentos e centros de massa 
Considere uma distribuição continua de massa em um sólido $, com 
função de densidade de massa т. A massa total de 5 é dada por 


m= [ | | a(x. y. 2) dx dy dz. 


8 


Por analogia com as definições dadas para distribuições bidimensionais 
na Seção 4.4, definimos os momentos de uma distribuição no plano xy, plano 
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xz e plano yz por 


Ma = ||] zn) dx dy dz. 
я 


Mi = | ys(x.y.z)dv dydz, € 
М = Hi хо(х, y. z) dx dy dz, 


respectivamente. Analogamente, o ponto 


_ My Мы My 
(EMS [= 
m m m 


é chamado de centro de massa. da distribuição. 


EXEMPLO Calcule a massa т e o centro de massa (%,3,7) de um sólido $ no primeiro 
octante, limitado pelos planos coordenados, o plano z = 2 е o cilindro х? + y* 
= 9, se sua densidade em um ponto P é proporcionalà distância de P ao eixo z. 


SOLUÇÃO 
A densidade em um ponto (x,y,z) é dada por o(x.y 
constante de proporcionalidade. Temos 


) = Кх + yondeké a 


= ||| a(x, y,z)dx dy dz = ||! ky/x? + y? dx dy dz. 
y E 


Usando coordenadas cilíndricas, temos 


FE „#2 .3 
m=| [| | (rrazardo=| | 202 dr do 
jp gd sb wj 
E 
= | PE Jeu | 40 = пк um. 
Aqui 
M, || zo(x, y z) dx dy dz = | zk /x? + у? dx dy dz 
202.3 .2 
exl | | (ekr) dz drao = [^ Eid i E je do 
"p ogg “o 3i 
> ЖЕ. 
=| | 2kr dr d8 = тк, сото visto acima. 
“o “o 
Igualmente, 
= Mi акан ES Jx? + y! dx dy dz 
= || [lr sen Өе dz а= | |. 2ki? sen 0 dr dà 
o 
p72 (lo sen) ij 81k реа 81k "2 gu 
= E Sem РЫ. sm (оов = 
|, | 3 o 2]. sen 2 (— cos UN 3 
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Igualmente, 


My = ЇЇ xo(x, у,2) dx dy dz = ifi xk /x* y? dx dy dz 
E `$ 
| Е | i [ e cos 0)kr]r dz dr do = = 
0*0 2 


Portanto, 
o My S82 9 
uin “2 


9 
л 


m e 


Logo, o centro de massa da distribuição é 


ла) (2 : 1). 


2л'2л' 


8.3 Centróides 

O centro de massa de uma distribuição uniforme (isto é, uma distribuição 
com densidade de massa constante) sobre um sólido 5 é chamado de ceri- 
tróide de S. Visto que o volume de $ é dado por 


Ili dx dy dz, 
ү 


é fácil deduzirem-se as seguintes fórmulas para o centróide (x,y.z) de 5 
(problema 31): 


T s i T 
к= ||| x dx dy de, yo ү ||| y dx dy dz, вет ||| zdx dy dz. 
5 s y 
EXEMPLO Calcule o centróide (x,y,z) do sólido 5 no primeiro octante, limitado pelos 
P: $i Е 
planos coordenados e pelo plano — + ы + = = 1, onde a, b e с são constan- 
а € 
tes positivas. 
SOLUÇÃO 
Aqui, 
Gen „а ba „с («Јах (су 
V = ||| dx dy dz | | | dz dy dx 
y ШЫ). "a `0 


„а „Ь—(Ь/а)х c c 
| | (е) ана 


0*0 


: га fbe be ba ads 
x) Jai ara 
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Portanto, 
га .b-(hjax .c—(ciax — (Ју 
xd E. x dz dy d. 
| x dx dy dz sel, le х y dx 
6 (а ph- Oax E o 6 (6 be „ bc 
m— xix? xy| dy dx = — х= х + 5 xº) di 
abc lo to (es EC ро) pum T B a Va " 


_ 86 (== 9 
“abc 


Ж С 
4 За Belh 4 


Analogamente, 


„а .b—(bia)x , c—telax— (e/byy b 
==> | уйтйуйх=- е 
abc lo ^o do 4 
6° „Ь—(Ь/а)х „с—(с|аух—(с/һ)у с 


zdz dy dx = 
dy dx = 


Logo, o centróide é ( 


8.4 Momento de inércia 

Consideremos, de novo, uma distribuição contínua de massa sobre um 
sólido 5, com função de densidade de massa o. Seja A uma reta fixa no espaço 
e considere-se uma porção infinitesimal dm de massa m, de $ no paralelepí- 
pedo elementar de dimensóes dx, dy e dz sobre o ponto (x,y,z) (Fig. 1). 
Temos, 


dm = c(x.y.z) dx dy dz 


dx dy dz 


@.у,т) 


ixo А 
Fig. 1 
e o momento de inércia dl, de dm em relação ao eixo A é dado por 
dla = Ё dm = Po(x,y,2) dx dy dz, 


onde [é a distância de (x,y,z) ao eixo A. Integrando sobre o sólido 5, obtemos 
a fórmula 


L= [ff Po(x,y,z) dx dy dz 


E 
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para o momento de inércia 5 em relação ao eixo А. Em particular, os 
momentos de inércia /„, L, e [¿de $ em relação aos eixos x, y ez são dados por 


z) dx dy dz, 


+ 22)о(х, у, г) dx dy dz, e 


„= || (x? + y?)o(x, y, 2) dx dy dz. 
у 


EXEMPLOS 1 Calcule o momento de inércia em relação ao eixo central de um sólido 
cilíndrico reto $, homogéneo, de raio a, altura Л e massa total т. 


SOLUÇÃO 


Posicionamos $ com seu eixo central ao longo do eixo z positivo e sua base 
inferior no plano xy. O volume de $ é dado por 


F= i dx dy dz = nah. 
da 


Portanto, visto que a massa total m € distribuida uniformemente, 


т 
а(х, у,2) = —з- um. por u.v. 
ла?һ 


para todo ponto (x,y,z) em 5. Segue-se que 


m 
zah 


Will ^ E OPES. TR аф NISUS 
JU (x? + y?) dx dy dz zarn ll (x? + y?) dx dy dz. 


Passando para coordenadas cilíndricas, temos 


m NU Am. 
L-——[ | | ()razdrao 


” mahia 16:0 


-2n „а 2r 4 
=| [hdr] Cao 
nahio ey na “q 


m 2za^ та? 


md q” 2 
2 Calcule o momento de inércia /, da superfície esférica 5: 10 € Vx? + y? + z? 


= 11 se sua densidade de massa num ponto P é inversamente proporcional ao 
quadrado da distáncia de P à origem. 


SOLUÇÃO 
k 
Temos c(x, y, z) = —— —,——;. onde k é a constante de proporcionali- 
Jeu) 3 ZE c p 
dade: logo, 
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Passando para coordenadas cilíndricas, temos 


EMT ; 
| | | [oe e sen dp d0 dy 
"070 “10 Y 
E^ Ss oda t pa 
А (pe ш. 
lady 10 B 
Onk |" 2nk р" 
E 662nk | sen? фав a | sen ф(1 — cos? ф) do 
3 da 3 o 
_660лК йз | " = Ети 
3 | ge t Ф y Y 


3 A superficie esférica 5 do exemplo 2 tem uma massa total de 18 g. Sabendo-se 
que as distâncias são medidas em cm, calcule seu momento de inércia /.. 


SOLUÇÃO” 
A massa total m = 18 g é dada por 


ym йе UE 


A р? sen ф dp de аф 


“aro Uu! 
=k| | sengdodp=2mk | зепфаф 
68 "9 


= Ink(—cos ф)| = 4mk. 


o 


Portanto, k = 18/(47) = 9/(27). Logo, pelo resultado do exemplo 2. 


2648rk 26487 9 — з 
1 = E Or 5," eeu, 


Conjunto de Problemas 8 


Nos problemas 1 a 4, calcule a massa т do sólido $ dado, com a referida função de 
densidade de massa т. 


1 $:х®+у*< 16,0 < т< 10; о(х,у,л) = У 


2S:0<x<1l,0<y<l—x,0<2<x? + y? а(х,у,г)=х +1 


3 $:х®°+у*<9,ф<2<9—х°%— 


o(x,y,z)=2 


м + у? 


2 È yoa 
4 sx y rzaüirzzh- Lx ay h> 0, a> 0; (х, у,2 
а 


5 1 kg de massa é distribuído através de uma esfera de tal modo que a densidade em 
um ponto é proporcional à distância do ponto à superfície esférica. Se a esfera tem 
10 cm de diâmetro, calcule a densidade em g/cm? no centro da esfera. 
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6 1 coulomb de carga elétrica é distribuído através de um cone circular reto de 10 cm 
de altura с base de diâmetro igual a 4 cm, de tal modo que a densidade de carga é 
proporcional ao quadrado da distância ao vértice do cone, Calcule a densidade de 
carga no centro de base do cone. 

Nos problemas 7 a 10, calcule as coordenadas (+,),) do centro de massa do sólido $ 
dado, com a referida função de densidade de massa. 


75S:0<x<1,0<y<1,0<z2<1;0(x,p,2)=3-x—y-2 


h; h> 0, а> 0; a(x, y,z) = х? +y +27? 


9 S: x? + y! +22 x 100, о(х,у,2) = (x? + y? + 22); п а é uma constante positiva. 


10 S: x? +y? +z? <a’, x > 0, у > 0, т > 0; а> 0. 0(x,y,2)= (x? + y? + 22); n éxima 
constante positiva. 


Nos problemas 11 а 14, calcule as coordenadas do centróide de cada sólido 5. 
11 5:3+y<1x>0y>00<2<xy 12 5:х>0,у> 0,0295 -х- у 
13 Sia <x? + y! +22 < 2, z > 0; onde a e b são constantes e 0 < a < b. 


14 5: х2 + y! <a, В бт + у? € z < h; onde h e a são constantes positivas. 
а 


Nos problemas 15 a 18, calcule o momento pedido, рага o sólido S dado, com a referida 
função de densidade o. 


15 M,,S:0<x<1,0<y<1-x,0<z< 1; 0(x,y,2) = 3xy 
16 Mx; 5: 0 <х<1,0<у<1,0<2 < ху; о(х,у,2) = 2(х + y) 


17 My;S:0 x y £40 x» 3.0525 ,/ 85; оул =2 


18 М; Sé o sólido по 1.º octante, limitado porx+2=1,x=y,x=0,y=0,ez=0; 
о(х,у,2) = Sy. 
Nos problemas 19 a 22, calcule o momento de inércia pedido, para o sólido 5 dado, com 


a referida função de densidade o. 
19 /;$:0<х<1,0<у<1—х,0<2<5; о(х,у,2) = 3. 


20 1,; Sé o sólido no primeiro octante, limitado por x + z = 1, y + z = 1 е os planos 
coordenados; a(x,y,z) = z. 

21 1,;S:0<x<10<y<1,0<z<1;o(x,y,2)=8z 

22 1,5 é o sólido no 1.º octante, limitado por x* + 2º? = 1,y=x,y=0,2=0; 
2. 

23 Calcule o momento de inércia em relação ао eixo central, de uma superfície 
cilíndrica reta, homogénea com massa total m, raio interno a, raio externo b e altura 
h 


0(x,y,2) = 


24 Calcule o momento de inércia de um cilindro reto, homogêneo, em relação a um 
eixo perpendicular ao eixo central с passando pelo centro de gravidade do cilindro. 
Suponha que a altura do cilindro seja Л, o raio seja a e sua massa m. 

25 Calcule o momento de inércia de uma esfera homogênea de raio a em relação a um 
eixo que passe pelo seu centro. Considere m a massa total da esfera. 

26 Calcule o momento de inércia de um paralelepípedo homogêneo de lados a, b e cem 
relação a um eixo passando pelo centro de gravidade e paralelo ao lado de compri- 
mento c. Considere m a massa total do paralelepípedo. 

27 Calcule o momento de inércia de uma superfície esférica homogênea de raio interno 
a e externo b, em relação a um eixo passando pelo seu centro. Considere т a massa 
total da superfície esférica. 

28 Seja A um eixo passando pelo centro de gravidade de um sólido homogêneo 5, de 
massa total т e seja В um eixo paralelo a А. Se A é a distância entre А е B, prove que 


= 1, + ml? 
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Esse resultado é conhecido como zeorema dos eixos paralelos 

29 Dê um argumento informal, semelhante ao dado da Seção 4.3 para distribuições 
bidimensionais, para mostrar que a densidade de uma distribuição em um ponto é o 
limite da soma de quantidade de massa (ou carga) por unidade de volume, numa 
pequena região em torno do ponto, quandó-esta região tende а zero. 

30 Combine os resultados dos problemas 24 a 28 para determinar o momento de inércia 
deum cilindroreto, homogêneo, em relação a um eixo passando pelo centro de uma 
das bases e perpendicular ао eixo central. 

31 Deduza as fórmulas dadas na Seção 8.3 para o centróide de um sólido S. 

32 A temperatura no interior de uma superfície esférica, de raios interno a e externo b, 
é inversamente proporcional à distância ao centro e tem um valor T, > 0 na 
superfície interna. A quantidade de calor necessária para elevar a temperatura de 
uma porção da superfície, de uma temperatura uniforme para outra, é proporcional 
ao volume desta porção e à elevação da temperatura. Suponha que são necessárias 
C unidades de calor para elevar a temperatura, de 1 unidade de volume, de 1 grau. 
Qual a quantidade de calor cedida pela superfície, se ela for resfriada a uma 


temperatura uniforme de 0ºC? 
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DEFINIÇÃO 1 


Integrais de Linha e Teorema 
de Green 


Na Seção 2, introduzimos integrais duplas para regiões bidimensionais 
R, enquanto que na Seção 6 introduzimos integrais triplas para sólidos 
tridimensionais S. Na presente seção, completamos o quadro considerando 
integrais sobre curvas unidimensionais, E costume referir-se a uma curva, 
Sobre á qual uma Mtegral € aplicada, como uma linha (não necessariamente 
uma linha reta!) , e chamar essa integral aplicada à curva de inregral de linha. 
Posteriormente, nesta seção, apresentaremos um importante teorema, cha- 
mado Teorema de Green, que refere-se a integrais de linha no plano е 
integrais duplas. 


9.1 Integrais de linha 

Em cursos mais avançados, as integrais de linha são definidas em termos 
de limites de somas de Riemann, de um modo semelhante à definição de 
integral definida. Para nossos objetivos, é mais simples adotar a seguinte 
definição, que é equivalente à definição oficial, tanto para as espécies de 
curvas como para as funções que considerarmos. 


Integral de linha no plano 
Seja С uma curva no plano xy com as equações paramétricas 
x= ft 
z | (6) a<t<h, 
ly = att). 


onde f e g têm primeira derivada contínua. Suponha que P e Q sao funções 
contínuas de duas variáveis, cujos domínios contém a curva С. Então а 
integral de linha 


| P(x.y) dx + Q(x, y) dy é definida por 
de 


Í Р(х,у) dx + Q(x, у) dy = | [Р(7(0).9(0) 700) dt + O (0) at) (o) del. 


Logo. para calcular a integral de linha. | Р(х,у) dx + Q(x.y) dy, nós 
+ 


simplesmente fazemos as substituições x = ft), dx = /'(1) dt, у = g(t) e dy= 
g'(t) dt, e então integramos de t = a até f = b. 


EXEMPLO 


. „1 
| 2 = 3y) dx + (y? + 2x) dy = | 
2 | 


EXEMPLOS 
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Calcule a integral de linha [ (x? + Зу) dx + (y? + 2x) dy se 
da 


Chau: 95191 


SOLUCAO 
Fazendo as substituições x = 1, dx = dt, y =P + 1, e dy = 2t dt, temos 


Ü --3( + 1)] de + [02 + 1)? + 202: dt 


= А [(A? +3) + (1 + 2? + 22+ 1)(20)] de 


a 
= | (28 +48 +80 +21 43) dt 


1 


Ear ер + +з) 
3 3 


o 


Embora na Definição 1 pareça que a integral de linha | P dx + О dy 
Je 


depende da escolha do parámetro t, pode ser demonstrado que tal valor não é 
afetado pela escolha do parâmetro. contanto que a direção ao longo da curva 
geométrica С. correspondente a valores incrementados do parâmetro, seja 

mantida constante. Logo, as integrais de linha são atualmente aplicadas sobre 
curvas direcionadas ou orientadas, isto é, sobre curvas para as quais um dos 
pontos-limite é conhecido como ponto inicial, enquanto o outro ponto-limite 
é o ponto terminal. Em se lidando com integrais de linha, a curva obtida de um 
dado percurso С. pela troca de sua direção, é usualmente denotada por —С 
(Fig. 1). 


ponto terminal 


Со 
ponto inicial 


ponto inicial 


O 


o| 
(a) 


Fig. 1 


Calcule a integral de linha dada. 


= 


o| 
(b) 


1 | (x + y) dx + (y — x) dy se C é o segmento de reta de (1,1) a (4,2). 
Me 


SOLUCAO 


Usando os métodos de Seção 5 do Cap. 14, obtemos as equações paramétri- 


cas escalares 


x=1+3 
рет 
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para o segmento de reta de (1,1) a (4,2). Note que (х,у) = (1,1) quando: = 0 e 


(х,у) = (4,2) quando г = 1: portanto (1,1) é o ponto inicial e (4,2) é o ponto 
terminal de C. Fazendo as substituições x= 1 + 31, dx=3di,y= 1 + tedy = 
dt, temos 


y 


| (xt y)dx у—х)4у= | [0 +30) + (L +) de + t+ 0) (1 +30] de 
= [Чи + 6) (и +68) "est 
"0 io 


2" 


с 4-2y)dy se C é o arco de parábola х = y? de (1,— 1) a (9,-3). 


SoLução 

Aqui, a integral de linha tem a forma | Р(х,у) dx + Q(x, y) dy com Py) = 
0 e Q(x,y) = x + 2y. O arco de paršbola é descrito parametricamente por 
к= 

Ж = =, 


С: 1stx3 


de tal modo que, como t varia de 1 a 3, (x.y) varia de (1,— 1) a (9.—3). Fazendo 
as substituições x = É, y = —1 e dy = —dt, temos 


3 


zx 
T 


H "n 3 3 
Le +2y)dy=| | (2-2-4) - | | (011) de = e - 5) 


1 


A Definição 1 se estende de uma maneira óbvia a integrais de linha sobre 
curvas no espaço tridimensional. De fato, suponha que C é a tal curva, 
definida pelas equações paramétricas escalares 


х= /(й 
С:(у= git). a<t<b, 
zzh(t) 


onde f, g e h têm primeira derivada contínua. Logo, se М, N eP são funções 
contínuas de três variáveis, cujos domínios contém a curva C, a integral de 
linha 


| M(x. y.2) dx + МОст) ау P(s,y,2) de 


é calculada fazendo-se as substituições х = flt), dx =f'(t) dt, y = g(t), dy = 
2'(1) dt, z = h(t) e dz = h'(t) dt, e então integrando de a a b. 


EXEMPLOS Calcule | yz dx + xz dy + xy dz se 
S 
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SOLUGAO 
Fazendo as substituições x = t, dx = dt, y =P, dy = 2t dt, z = t*, e dz = 3r* dt, 
temos 


A "m 
угйх + х:йу + хуйг= | PP ё +1201) + n? (3 ш) 
te 7-1 


Е "i 1 
=| («25 430)à-| 6% = =0. 
ү i 


eu 


9.2 Notação vetorial e trabalho 
Considere a integral de linha | Р(х,у) dx + О(х, y) dy, onde асигуа 
de 


C é dada pelas equações paramétricas 


у = 70 


` \y= glt). ш 


Se definimos o vetor 


R=exity= fra) a<t<b, 
como sendo о vetor posição variável de um ponto (x,y) em С, então 
dR dx. dy 
= + 


ашта 


ou na forma diferencial dR = dx i + dy j. 


Agora, tomando-se 
F = Р(х, y) + Q(x, yy. 
temos 
F -dR = Р(х,у) dx + Q(x, y) dy, 
logo 


| Р(х,у) dx + Q(x. y)dy = | F-dR. 
te T 


Analogamente, se C é uma curva no espaco tridimensional determinada 
por um vetor posição variável R, então 


[ M(x,y,z) dx + N(x.y,z) dy + P(x.y.z) dz = | F-dR, 
"C "Ф 


onde 


F 


zi М(х, уус) + Р(х,у, e dR=dxi+dyj+dzk. 


E 


M(x. y. 


O vetor notação | F-dR para a integral de linha não somente tem a 
“e 


vantagem da rigidez, mas também sugere uma importante integração física da 
integral de linha. Suponha que F representa uma força variável agindo numa 
partícula Р que se move ао longo da curva С. Se R é o vetor posição variável 
de Р, então podemos interpretar dk como representando um deslocamento 
infinitesimal da particula. Logo, F - dR representa o trabalho realizado па 
partícula pela força Ё durante seu deslocamento (Fig. 2). Somando-se, isto é 
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integrando-se todos esses trabalhos infinitesimais, obtemos | F-dR. 
SE 


Logo, a integral de linha | ЁЁ representa o trabalho útil realizado pela 
"c 

força F no movimento de uma particula ao longo da curva С, desde seu ponto 

inicial até seu ponto terminal 


A força variável Ё = (3x — 4y)i + (4x + 2y)j move uma partícula ao longo da 
curva 


Calcule o trabalho realizado se as distâncias são medidas em сте a força 


é medida em dinas. 

SOLUÇÃO 

O trabalho é dado pela integral de linha | F-dR. onde R = xi + yj. logo dR 
le 


= dxi + dyj. Logo, 
Еак = | Gx — 4y) dx + (4x + 2y) dy. 
de de 


Fazendo-se as substituições x=41 + 1, dx = 4 dt, y = 318%, e dy = 6t dt, temos 


Re: 


ER [34 + 1) — 4GP)](4 dt) + [Aat + 1) + 2(2:2) (6 at) 
é o 
р 2 
=| (36 +481 + 721 + 12) dt = (91* + 16 + 36 + 121) 
to lo 
= 440 ergs. 


9.3 Propriedades das integrais de linha 
Se C é uma curva formada pela união de curvas sucessivas Сү, Cs. us 
Ca, temos 


C- C, C, + Cr 

A Fig.3 ilustra o caso em que n = 5. Seo vetor variável F é contínuo em 
cada uma das curvas €,, Cs, .... C, e C = С, + С + ... + Cr, pode ser 
demonstrado que 


| F-dR= | F-dR+| F-dR4c | F-dR 
e c 


€i 


vê 


Fig.3 
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EXEMPLO Seja A = (1,0), B = (1.1). Calcule 
| (x? — y) dx + (x + y?) dy 
Jg 


se C = ОА + AB + ВО; isto é, C é o perímetro do triângulo OAB tomado na 
direção anti-horário (Fig. 4). 


Fig. 4 


SOLUÇÃO pe 
Os segmentos OA, AB e BO são dados par ametricamente por 


[к= 
l»=0, 


к=1 ma le= 1-1 
у=! \у=1—% 


бА: АВ: 


onde 0 = г< 1 em cada caso. Logo. 


1 % De 


MO dx + (x+ y?) dy = [a — 00) dr (14-2) dt = [a +) dr 
"AB “o "9 
E (^ 


[tonic оа = | Шш o n* (1 ta) f - o (0 PI 


| 
= | (27 +4 — 2) dt 
“o 


È | 5 
25 | == 
(азна) 


Logo, 


1.4 2 
2. v)dx c 2) у = ses 
[6 y) dx + (x + y?) dy 33 3 1. 


Uma troca na direção da curva sobre a qual a integral de linha é aplicada 
resulta em uma troca no sinal algébrico da integral; isto És 


| F-aR= -| Рак. 


D 
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(Para uma indicação de demonstração, veja o problema 24.) Por exemplo, no 
caso precedente, encontramos 


| (x? — y) dx + (x + y?) dy = | 
ri 3 
e, desde que —(DA) = ÃO, segue-se que 
[ 2 2 1 
| (x? — y) dx + (x + y?) dy = ~z. 
Jão 3 


É claro que as integrais de linha, como integrais ordinárias, são aditivas e 
homogêneas com respeito à integral; logo, 


[FG 4R-[F-dRe|G:dR [(P-G)dR=[FodR-| Сак, 


de Je E Le de de 


| (uF) 4 =а | F-dR 
“Cc "c 


para quaisquer funções contínuas vetoriais Fe Ge quaisquer escalares a. Em 
particular, se M, N e P são continuas em x, y, € z, temos 


=|Mdx+ | N dy | P dz. 


| M dx - N dy Pdz 


"C 


9.4 Teorema de Green 

Um teorema singular que relaciona uma Integral Че. linha sobre uma 
curya fechada num plano com uma integral dupla sobre a região compreen- 
“dida no interior dessa curva é tradicionalmente associado com o matemático 
inglês George Green (1793-1841), embora o resultado tivesse sido obtido 
anteriormente pelo matemático alemão Karl Friedrich Gauss (1777-1855). 
Aqui, daremos um enunciado um tanto informal do teorema. Posteriormente, 
na Seção 9.5, daremos um argumento que torne plausível o resultado. 

Definimos como uma curva fechada aquela em que seu ponto inicial 
coincide com seu ponto terminal. Uma curva fechada simples é aquela que 
não é interceptada por si própria, exceto nos pontos inicial e terminal. 


TEOREMA 1 Teorema de Green 
Seja € uma linha uniforme, simples. definindo uma curva fechada no 
plano xy e suponha que € determina o limite de uma região bidimensional R. 
Considere que С é orientado, sobre К, no sentido anti-horário (Fig. 5). 


C = curva limite de R 


Fig. 5 
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Suponha que P e Q são funções continuas de duas variáveis, tendo derivadas 
parciais contínuas 90/0x e ӘР/ду em R e C. Então, 


C 


Ox Oy 


| Peso) dx + Qe.) dy = ff 


| ах dy. 


EXEMPLOS Use o teorema de Green para calcular a integral de linha sobre a curva 
fechada simples С. 


1 | (x? — y) dx + (x + y?) dy, onde C é a linha perimetral do triángulo 
"e 


OAB, tomada no sentido anti-horário, com A = (1,0) e B = (1,1) (Fig. 4). 


SOLUÇÃO 
Aqui, Р(х,у) = х®— y, О(х,у) = x + y?,e R é a região triangular limitada por 
ОАВ. Торо, 
до д à Р д 
a (у) = (x? — у) = –1. 
= el в mito) 


Logo, pelo teorema de Green 


[e — y) dx + (x+ 33) dy = |] 
R 


РЕ 


em 2) жеше Tine а аы 


= [[24xdy- 2 [[dx dy = x) zi 
| ! 


visto que a área da região triangular R é 1/2 u.a. (Esse resultado é consistente 
com a nossa solução prévia no exemplo da Seção 9.3). 


2 ! (y + 3x) dx + (2y — x) dy, onde Cé o círculo x? + у? = 9, com orienta- 
c 
ção anti-horária. 


SOLUÇÃO 


Aqui, a região R interior a C é um disco circular de raio 3 eárea | | dx dy = 
R 

13? = 9n u.a. Logo, 

0 

Ox 


Jo + 3x) dx + (2y — x) dy sd] (2y — 9- 0+ 29) dx dy 


G 


[== 1 dx dy = —2 |f dx dy 


R R 


= —2(9д) = —18л. 


3 Seja Raregião limitada pelas trés curvas, cujas equações polares são 9 = 7/4, 
r=2e6=3m/4(Fig. 6), e seja C alinha delimitadora de R, tomada no sentido 
anti-horário, Calcule 


| xy dx + x? dy. 
2) 
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Fig. 6 


SOLUÇÃO . 
Usando o teorema de Green em coordenadas polares para calcular a integral 
dupla resultante, temos 


dx dy = if (2x — x) dx dy 


[xy dx + x dy = || 
dia | A 


R 


ш эла „2 
= || xdxdy= | | (r cos 0)r dr 40 
`'R “mta "0 


Зл/4 3 2 "ELI 8 
= | E cos 0 | dO = | cos 0 de 
"xa 13 o deja 3 
32/4 3 
= E send a sen — sen | =0. 


4 | F-dR, onde F = (2xy — х®)ї + (x + уЗ), e C éa linha delimitadora, tomada 
dg 


em sentido anti-horário, da região А limitada pela parábola у = х? e pela reta 
yox 


SOLUÇÃO 


д m C 8 
Еж je y?) — Ixy — x? 
a be КУ) TA ху. х 


| dx dy = ji (1 — 2x) dx dy 


R 


| dx 
la 


- : si x* x? 
ES | (1 —2x)(x — x!) dx = | (2x) — 3x? + x) dx = (5- x«t 
Ig 18 2 2 


1x $ 
| (1-2x)dydx=| [020 
$ed w 
1 

O. 


o 


9.5 Demonstração informal do teorema de Green 

Daremos, agora, uma demonstração informal do teorema de Green para 
o caso especial em que a região R, delimitada pela curva fechada simples C, € 
tanto do tipo I como do tipo II. 

O resultado para regiões mais gerais que podem ser decompostas em 
sub-regiões não-superpostas de ambos os tipos é facilmente obtido deste caso 
particular. 

Na Fig. 7, a curva fechada simples C limita a região R e é orientada no 
sentido anti-horário. Aqui, С é a soma dos arcos orientados ATB еВ$Аеё 
também a soma dos arcos orientados SAT e TBS: isto é, 


C=ATB+BSA e C=SAT + TBS 
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Fig. 7 
Suponha que os arcos orientados ATB, —(BSA), —(SAT) e TBS são 
descritos como a seguir: 
АТВ: у= х),  a<x<b, 
—(BSA): y=h(x), azs 
—(SAT): х= Су), I<y<s 
TBS: x2H()) t<y<s 


Agora, considere que P e Q são funções contínuas e que 3Q/àx e àP/ày 
são definidas e contínuas na região R e na linha delimitadora C. 
Temos, 


Hoy 


lo 


a ss [Ho o. E 
!! E Buy |, [^ ы а= l, [gis Gw 
= | Lott) - AGU) ml = [онбу у) dy — | OGU) dv 
=[ око) | ока 


“TBS =(SAT) 


Q(x. y) dy + || Q(x, y) dy = [ О(х, у) dy 


TBS T *“TBS+SAT 
=| Q(x, y) dy- 
ш: d 
Igualmente, 
3 pb [op b hex) ¿bn 
-[f5 dx dy -| | : | dx = —[ pres. y) [а= = | [Pæ hx) — Pos a(s) dx 
x “7 “a lam OY “a а(х) “a 


= [ Palo) dx — | lx, h(x)) dx = | P(x, y) dx — | P(x, y) dx 
“a ta “ATB 7 (BSA) 


= | Р(х, y) dx + | P(x.y)dx = | Р(х,у) dx = | Р(х, y) dx. 


“ATB “ATB+BSA 
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Combinando os dois resultados. obtemos 
| Р(х,у) dx + 0(х.у) dy = | Pixy) dx + | 06) dy 
de de le 


o? 


d Ш à 


1 


ix dy + [| dx dy = 
1 ах | 


“ 
ду 


e nosso argumento está completo. 


Conjunto de Problemas 9 


Nos problemas 1 a 10, caleule cada integral de linha usando a Definição 1. 


1] (Gx? — бу) dx + (3x + 2y) dy, onde С: а= mee 
te 


|=, 
2 | y dx +x? dy, s Г. <151. 
я lr=1+1 
r =2 s 
3| xdy—ydx, oe c; |* 2 t cost Ostan 


c 

4 | 2xyº dx + 3x3? dy, onde C é a porção da parábola y = xº, de (0,0) até (1,1). 
da 

| F-dR, onde F= (x+ yDi+ 2хуўе C éa porção da parábola у = x”, de (0.0) até 

he 


(1,1) 


S 


6 | F-dR, onde F = (cosy) + (sen xj e C é o triángulo de vértices (1,0). (1,1) e 
te 

(0,0) tomado no sentido anti-horário. 

7 | F-dR, onde F = xyi + xj eC é o círculo de raio 2 e centro na origem, tomado 

E sentido anti-horário. 

„8 | (Vf) dR, ondeftx,y) = 1º — 2xy, е C é o caminho de (0.0) até (2.1) de (2.1) até 

pä e de (2,3) até (1.3). 


9 | (y +2) dx + (2x2) dy + (x + 2) de, onde С: 
A), 


10 | F-dR, onde F-2zyi + x?j (x + y) 
B= (2,0, —1). 

Nos problemas 11 a 18, use o teorema de Green para calcular cada integral de linha, Em 

cada caso, suponha que a curva fechada C é tomada no sentido anti-horário. 

11 | (x? — ху?) dx + (y? — 2x9) dy, onde C é o quadrado de vértices (0.0), (3.0), 
de 
(3,3) e (0,3). 


12 | (х2 + 3y?) dx, onde Cé o quadrado de vértices (—2,—2), Q.—2). 2.2) e (72.2). 
c 
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МЕ y? dy, onde C é o círculo x? + y? 


_— y sen x dy, onde C é o quadrado de vértices (0,0), (1.0) (1,1) e (0,1). 
ende F= (x? + j?)i + 3xy?j eCéocirulo х? + у? = 9. 


onde Ё = (3° — 8y)i + (4y — 6xy]/e С compreende a região К: x = 0, y 
A 


+ xe” dy, onde C compreende a região R:0< x < 1, sen x < y < т/2. 


— x!y) dx + xy? dy, onde С compreendea região R limitada por y = x?e 
У. 


o trabalho gasto no movimento de uma partícula sob a ação de uma força É 
Sei + (2ху — уЗ) dinas ao longo do segmento de reta de (0,0) até (2,5). Suponha 
as distâncias são medidas em centímetros. 
BE А força gravitacional F, agindo em uma partícula de massa m, perto da superfície da 
Terra, é dada aproximadamente por Е = —mgj, onde j é um vetor unitário voltado 
cima e g é a aceleração da gravidade. Mostre que o trabalho realizado por É 
sobre a partícula, se ela se move num plano vertical, de uma altura A, para a altura 
h. ao longo de qualquer caminho, depende somente de hy € hy. 
ZE Calcule o trabalho realizado num movimento de uma partícula sob a ação de uma 
força F = (2x + 3y)i + xy) dinas de (0,0) até (1,1): 
fa) ao longo do segmento de тез, de (0,0) até (1,1). 
(b) ao longo da parábola 3. 
(с) ao longo do arco do círculo x* + (y — 1)? = 1, de (0,0) até (1,1). 
Suponha que as distâncias são medidas em centímetros. 
22 Suponha que f é uma função com primeiras derivadas parciais contínuas numa 
região R e que C é uma curva uniforme ст R, dirigida do ponto inicial (х,у) ao 


ponto terminal (zu): Prove que | (У/) = / (х,у) — foy) 
| 


23 Aintegraldelinha Í F-dR é algumas vezes escritacomo | (F-T) ds, onde 


c = 
T significa o vetor tangente unitário c С e s é o comprimento de arco medido ao 
longo de С. Explique por que esta notação é razoável. 


х= Ј() 
у= e(t, 
têm primeiras derivadas contínuas, Suponha que Р е Q são funções contínuas de 


duas variáveis, cujos domínios contêm a curva C. Defina funções Fe Gem [a,b] por 
Fl) = Да + Б—1) ебі) = #(а+Ь—1). 


( a = Е() 
a) Mostre que 
у= 6(t) 


(b) Use o resultado de (a) para demonstrar que 


24 Seja С a curva de equações paramétricas С: | a<t<b, ondefeg 


a<t<b são equações paramétricas para —C. 


[ Рб) dx + Ооу) dy = =| Pl) dx + Обу) dy 


25 Se P = \щ—уї + xj) mostre que | F-dR dá a área da região К compreendida 
HE 
pela curva fechada simples С. (Use о Teorema de Green.) 


26 Seja T o vetor unitário tangente à curva orientada C e seja №, o vetor normal a C, 
obtido pela rotação de 7 de 90º (Cap. 14, Seção 8). Se V = ffx.)i + g(x,y}, então o 
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fluxo de Ў através de C, na direção de Ñ,, é definido рог | (V - N,) ds. O campo 
c 


f Og . А E 

escalar dx + dS chamado de divergente de V. Prove o seguinte teorema, 
X y 

chamado de teoremu da divergência (em duas dimensões): O fluxo de saída de V 


através de uma curva fechada simples C é a integral do divergente de V sobre a 
região R compreendida por С (tenha cuidado com as suposições sobre continui- 
dade, e assim por diante, quando precisar). 


27 Suponha que C é uma curva fechada simples compreendendo uma região R e que fé 
uma função de duas variáveis, definida em R e seu limite С, tendo segundas 


derivadas parciais contínuas. Use o teorema de Green para mostrar que | (Vf) 
c 


ак = 0. 

28 Suponha que um fluido move-se por uma lâmina delgada sobre о plano xy e que a 
velocidade de uma partícula desse fluido no ponto (x,y) é dada por V = flx,y)i + 
g(x,y}. Suponha que a densidade do fluido no ponto (x,y) é dada por o(x,y) unidades 
de massa por unidade de área. Mostre que o fluxo de o(x,y)V através de uma curva 
C, na direção da normal Ñ, (problema 26) dá a massa de fluido, por unidade de 
tempo, movendo-se através de С na direção de N,. 


29 Critique o seguinte argumento: ѕејаР(х,у) = — bus seja О(х,у) = 
RAY x 
do ӘР 3 


Então ——— — = 0), logo 
ôx ду 


E] 


+y 


-f 
en 


onde Céocírculo C: И = 
J 


(Nota: Alguma coisa precisa estar errada, porque o cálculo direto da integral de 
linha dá 27, e não 0.) 


10 Área de Superfície e Integrais 
de Superfície 


Na Seção 9 consideramos integrais de linha, isto é, integrais sobre 
curvas. Nesta seção, estudaremos a noção análoga de integrais de superficie, 
isto €, integrais sobre superfícies. Um caso especial da integral de superficie 
fornece uma técnica para calcular a área de uma superficie. A seção também 
inclui uma discussão do fluxo de um campo vetorial através de uma superfi- 
cie. S 


10.1 Área de uma superfície, descrita por equações paramétricas 

vetoriais 

Como usamos previamente a letra 5 para denotar sólidos na Seção 6, 
usaremos a letra grega X para denotar superfícies na presente seção. Uma 
superfície X no espaço xyz pode ser descrita por um vetor posição variável R 
cujo ponto final P desloca-se ao longo da superfície (Fig. la). Se desejarmos 
expressar R parametricamente, é necessário usar dois parâmetros indepen- 
dentes, visto que X é bidimensional. Logo, se os dois parâmetros são denota- 
dos por u e v, a equação paramétrica vetorial de X pode ser expressa por 


R = (и.в) + glu,v)j + hlu, v)k 


Suponhamos que as funções /, g e A são continuamente diferenciáveis e 
definidas em uma região admissível D no plano uv (Fig. 1b). Como o ponto 


Fig. 3 
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Ol 


(b) 
Fig. 1 


(1,1) move-se através da região D, o vetor posição К desloca-se ao longo da 
superfície X. 

Não é necessário representar os parâmetros da superfície por u e v; eles 
podem mais facilmente ser denotados por 6 e ou por x ey, ou por s € t, е 
assim por diante. Por exemplo, a equação paramérrica vetorial de uma esfera 
de raio a pode ser escrita em termos de uma longitude 0 e uma colatitude ф 
como 


R = (a ѕепф cos 0)i + (a sen ф sen0)j + (a cos ф)К, 
onde (8.6) desloca-se sobre a região retangular 
D:0<0<?2x, 0<ф<л 


no plano Өф. 
Agora, seja X uma superficie descrita paramétrica e vetorialmente por 


К = fu vi + g(u v)j + h(u, v)k, 
onde (x.v) desloca-se sobre a região D no plano uv. Considere o retângulo 


infinitesimal de dimensões du e dv com vértices (u,v), (и + du,v), (и + du,v + 
dv) e (u,v + dv) dentro da região D (Fig. 2). Sejam os quatro vértices, na 


Fig. 2 


ordem dada, correspondentes ao quatro pontos Р, О, V e W, respectiva- 
mente, da superfície X (Fig. 3), de maneira que 


P = (f (u, o) giu c). и, р)), 

Q = (f(u + du, v), g(u + du, v), h(u + du, v)). 

V = (f(u + ди, е + dv) g(u + du. v + dv) (и + du,v + dv), e 
W = (f(u.v + dv) g(u,v + de), h(u.v + do). 


A região infinitesimal POVW na superfície X tem área dA que € virtual- 


mente a mesma área do paralelogramo definido pelos vetores РО e РИ 
de maneira que 


dA = |РО х PW|. 
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Visto que du representa uma troca infinitesimal em u, 


Flu + duo) — f (u,v) = fi(u, v) du 
glu + duv)—q(uv) = gi(uv)du е 
ти + du, v) — h(u,v) = h, (u, v) du 


Logo, 
РО = [/(и + du,v) — f(u v)]i + [glu + du, v) — glu, v]j + [Ми + du, v) — hu, c) 
= [i(u,v) me + [gi (u, v) du]j + [hs (u, v) du]k 


Ss ФГ. 09: e 
= (E au pe ОШ P ajt- (Ei ja DR E 
Qu (ди ди ди 


onde usamos o símbolo óbvio 9R/ôu para o vetor obtido pela diferenciação 
parcial de Ё, componente por componente, em relação а и. Analogamente, 
temos 


PW = [f(u,v + do) — (и, 0) + [g(u v + do) — g(u,0)]j + [h(u, v + do) — Аи. 8) Е 
= Uu, 0) doli + [ga(u, v) dolj + [halu v) d] 
= E а} (2 aj + G a] - R dv. 


ôv дь 


Se substituímos as expressões obtidas acima para РО e PW па 
equação dA = IPO x PW|, obtemos 


ou iu di 


Usando a identidade |À х B| = УАД) — (А. B} obtida na Seção 4.1 do 
Cap. 15, podemos reescrever a fórmula para dA como 


Naturalmente, a área total A da superfície X pode ser obtida integrando- 
se dA; logo, 


БЫ Б 


EXEMPLOS 1 Use а fórmula acima para calcular a área de uma esfera do raio a. 


SOLUÇÃO 
A esfera é representada pela equação paramétrica vetorial 


R = (asen ф cos 0)i + (а sen $ sen 0)j + (a cos Ф). 


onde (8.9) desloca-se pela região retangular 


р:0<0<2л, 0б<ф<т 
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no plano 64. Aqui, 


OR А Eu E 
o (—a seng sen Ө)ї + (a sen ф cos 0)j + Ok, 
ôR А " 5 E 
a (a cos ф cos 0)i + (a cos ф ѕеп0)/ — (a sen p)k: 
por isso, 
OR P 2 2 2 2 2 2 2 2. 2 
"B = а? sen? psen? 0 + a^sen? ф cos? 0 = а?ѕеп? p(sen? 0 + cos? 0) 
д 
=4?sen? q, 
êR l 2 2 2 2 2 2 2 2 
29 = а? cos? ф cos? 0 + a? cos? psen? 0 + а? зеп? ф 
= a? cos? p(cos? 0 -- sen? 0) + a? sen? ф = а? cos? ф + a? sen? ф 
= a'(cos? ф +sen? 9) 2 à?, e 
a 
o —a? sen $ cos d senf cos 0 + a? sen ф cos psenf cos O + 0 = 0. 
0d 
Logo, 


2 Әр ARV? 
zx (25-28) = Mu? sen? ф)а? — 0 = a° sen ф; 


ôR || oR 

00 | 109 
e segue-se que, para a esfera de raio a com longitude e colatitude como 
parâmetros, 


Conseqüentemente, a área da superfície esférica é dada por 


А= [аа = [| aè seng do dé = a? [| seno do dẹ = a? ü [^ unii dd 
y | |] AU 
-— [ E a] aa [, [ ү NI d$ — а? [Элка ф аф 


т 


= 2na^(— cos $) 


= —2ла?[—1 — 1] = 4na?. 


2 Use a integral para a área de superfície para obter de novo a fórmula para a 
área de uma superfície de revolução originariamente obtida na Seção 4.2 do 
Cap. 7. 


SOLUÇÃO 

Seja a superfície X gerada pela rotação do gráfico de y = f(x), a € x = b; sobre 
о eixo x, onde ftem uma primeira derivada contínua ех) = 0paraa S x = b 
(Fig. 4). Um ponto P na superfície X pode ser localizado especificando-se sua 
coordenada x e o ângulo a através do qual P girou em relação à sua posição 
original О na curva y = fix). Logo, tomamos x e æ como nossos parâmetros. 
Na Fig. 4, note que 


|СР| = [00] = f(x). 
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Fig. 4 


A consideração do triângulo retângulo CBP mostra que as coordenadas y 
ez de P são dadas por 
y=[CP|cosa= f(x) cosa 


z = |СР | ѕепо = f(x)sena. 
Logo, o vetor posição R de Р é dado por 
R=xi+ yj + zk = xi + f(x) (cos о) + f (x) (sena)k, 
e como (х,о) desloca-se sobre a região retangular 


D:ias<sx<b,0<a<2xr 


no plano хо, o vetor Ё desloca-se sobre a superfície E. Aqui, 


І 


ж ¿+ f'(x) (cos а) + f'(x) (sena)k, 
a 0i — f(x) (sena)j + f (x) (cos a)k. 
Logo, 
eR |? 2 "ууй? 2 RÃS qse DEN 
ks = I? + [f (x)? cos? a + [f (x) sen? а = 1 + [f ON 


Logo, 
as = |К |22 (2) dx dx = ЛТ — 0 dci 


= f(x) 1 [f'(x)f? dx da. 
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Segue-se que 


= [| aa = [f feo LFGOP ax da = Г | E FG) + CIP da dx 


=|, 


10.2 Área do gráfico de uma função de duas variáveis 

Seja fuma função continuamente diferenciável, de duas variáveis, defi- 
nida sobre uma região admissível D no plano xy, e chame o gráfico de f de X 
(Fig. 5). Usando x e y como parámetros, encontramos que a equação paramé- 
trica vetorial de X é 


KOVERTO 


| dx 3n F FOIF Гб dx. 


R=xi+ уй + f(x, yk, 


Fig. 5 


onde (x,y) desloca-se sobre a região D. Aqui, 


D x E OR e T AE 
ax t+ f e ay Et falas 
logo, 
p? 
E =1°+0° + [GJ 
x 
р |2 
ОК ога Абеу, e 
ду 
A) 
dx ду 
Segue-se que 
R 2 [ок GR)? 
a= ENE а E йу dx dy 


= + Uf 6s BO + ТЉ 13 — UG Gs Mae Y) dx dy 
= T EGUO)E LAR" ax dy. 
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Logo, « área А da porção do gráfico dez =f[x,y) compreendida acima da 
região D no plano xy, é dada por 


== y 
б= || Д1 + EROS ME + LA j“ d 


D 


EXEMPLOS 1 Calcule a área da porção da superficie 2 = x? + y! que está compreendida 
sobre a região D: х? + y? = 1. 


SOLUÇÃO 


aa? fan? r 3 z 
a=[[ 1+ (5) + а) dx dy = || T+ Q3) + OF dedo 
D D 
= Па T dx dv. 
D 
Convertendo a última integral dupla para coordenadas polares, obtemos 
E mte 81 
А=| | а costa F dr sen? 0 + 1 rárdo=[ | „Ја? = Стана 
^p. “4 о “o 
Fazendo а troca de variável и = 4 + 1 na integral "interna," temas 


ES голи 


2x 5 du 2x uM 
A- fu] dê = E = 
|. li M : de 12 


12 


1 
5/5-1 
= фт m 533 u.a. 


2 Calcule a área da porção do plano 2x + 3y + 2 = 6 que é cortada pelos três 
planos coordenados. 


SOLUÇÃO 
A equação do plano pode ser escrita na formaz = 6 — 2x — Зу, de modo que 


O planoz = 6 — 2x — 3y intercepta o planoz = Ona reta 2x + 3y = 6; logo] 
a porção do plano cortado pelos três planos coordenados está compreendida 


acima da região triangular D no plano xy, limitado pelos eixos x, y € pela reta 
2x + Зу = 6 (Fig. 6). A área de D é dada por 


[Гаа = 003) = 3 wa. 


D 
Logo, aárea A da porção do planoz = 6— 2x — 3y, compreendida acima de D; 
é dada por 
A- [и 
D 


Fig. 6 


INTEGRAÇÃO MÚLTIPLA 1017 


10.3 A integral de superfície 
Suponha que X é a superfície descrita parametricamente e vetorialmente 
por 


E: R= f(u vi + g(uv)) + h(u,v)k 


para (u,v) numa região admissível D no plano uv. Supomos, como na Seção 


10.1, que funções componentes escalares f, g e h são continuamente 
diferenciáveis, de modo que o diferencial dA da área de superficie é dado por 
ôR OR oRPloRP [aR GR)? 
dA=|— х du dv = 5 =|=- | du dv 
àv ди dv du дь 


Se F é uma função de trés variáveis, definida e contínua num subcon- 
junto do espaço xyz que contém a superfície X. então a isl de superficie 


de F sobre X, denotada simbolicamente por dA, é definida por 


[Fda Í FG gleh hu. n). | үг. du di 


EXEMPLO Defina-se por 3 a superfície de uma esfera de raio a no espaço xyz com centro 
na origem. Caleule a integral da superfície 


[[ 69 + 2) da 


É 


SOLUÇÃO 
Usando a longitude 8 e colatitude ф como parâmetros, podemos escrever a 
equação paramétrica vetorial da esfera como 


К = (a ѕепф cos 0) + (a senh ѕеп0)/ + (a cos ġ)k, 
onde (8,5) desloca-se sobre a região retangular 
DSi Dads 


no plano 0$. No exemplo 1 da Seção 10.1, encontramos que 
dA = a? seng de dd. 
Logo, 
[| (x? + 2) dA = || [(а`зеп & cos 0)? + (a cos ф)]а? sen ф 40 аф 


E n 


=ЇГ а 2 ag qd dnd a A A 
- | (a* sen? ф cos? 0 + а? seng cos ф) dO dy = | | a*sen? À y ^ E sen ф cos ġ | d0 | do 
ui de | 2 


"0 


2n 


аф = 
o | 


0 sen20 
As 
a*sen ol, ef 4 


(atmsen? ф + 2a?n seng cos h) dy 


) 


| + (а? sen $ cos ф)0 


"o 


= аќл [ sen? ф аф + 2a? n | sen ф cos $ dp = a*r | (1 — cos? ф) sen dy + E ^, ? 
o “o 70 2 


) 


E т im ENS 
= a*n | sen ġ dà + аёл | cos? ф(—ѕепф) do 4.0 = esl — cos À | | + a ? 
“o Va o 


А 3. 
= гат-=0 е ал. 
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10.4 O fluxo de um campo vetorial através de uma superfície 
Analogamente a um campo escalar, que determina um escalar para cada 
ponto em uma região tridimensional $, um campo vetorial associa um vetor 


2) 


F = Míx.y.z)i + N(x, y. z)j Р(х, 


para cada ponto (x.y,z) em 5 (Fig. 7). Como o ponto (x,y,z) desloca-se sobre 
5, о vetor correspondente É pode variar, tanto em módulo quanto em dire- 
ção, Por exemplo, se um fluido move-se através de uma região tridimensional 
5, o vetor Ё pode representar a velocidade de uma partícula do fluido no 
ponto (x,y,z). No que se segue, habitualmente supomos que as funções 
componentes escalares M, N e P do campo vertical F são continuamente 
diferenciáveis. E 

Agora, suponha que X é uma superfície no espaço xyz e que N denota um 
vetor unitário normal a X no ponto (x.y.z) (Fig. 8). Supomos que, como o 
ponto (x,y,z) desloca-se sobre a superfície X, o vetor unitário normal N varia 
de modo continuo. Suponha que X está contida numa região tridimensional $, 
na qual o campo vetorial É está definido. Para uma melhor precisão, visuali- 
zamos F como o campo velocidade de um fluido que se move. Considere uma 
região infinitesimal de área dA em um ponto sobre a superfície X e seja N o 
vetor unitário normal à superfície neste ponto (Fig. 9). Após uma unidade de 
tempo, o fluido que passou através de dA forma um sólido cilíndrico infinite- 
simal de altura h = F - Ne com volume 


dV=hd4=F-NdA. 


O volume infinitesimal dV de fluido deslocado através da região infinite- 
simal dA em unidades de tempo é chamado de fluxo através de dA. Inte- 
grando dV sobre a superfície total X obtemos o volume total de fluido 
deslocado através de X na unidade de tempo: logo, definimos o fluxo do 
campo vetorial F através da superficie X como sendo a integral de superfície. 


(luv = [| F- N dA. 


Seja X a porção do plano z = x + 2y + | que está compreendida acima da 
região D: 0 = x € 1,0 = у = 2 no plano xy. Calcule o fluxo do campo vetorial F 
= xi + xy) + zk através da superfície È na direção da normal №, que faz um 
ângulo agudo com o eixo z. 


SOLUÇÃO 
Escrevendo a equação do plano na forma 


encontramos que o vetor N, = ¡+ 2j — ké normal ao plano. Logo, o vetor №, 
= -N, = —i — 2j + k. Visto que Ñ; tem um componente k positivo, segue-se 
que №, faz um ângulo agudo com o eixo z positivo. (Por qué?). Normalizando 
N, , obtemos o vetor unitário normal desejado 


— N ANR -2j+k 


J6 


= 25у 2 
a = шел, logo, o fluxo através de X é dado por 
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x сш qu 


rx —2xy+2 


" 6 


torso 
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өз problemas 1 а 10, calcule a área A de cada superfície X. 
1 Xéaporgáo do planox + y + = 5 compreendida acima da região circular D: x? + y? 
=9. 


2 ёа porção do cilindro у? + z? = 16 compreendida acima da região triangular D: 0 = 
x=2,0 s2-x 

3 Xéaporcàodo plano 3x + 2y + z = 7 que é cortada pelos trés planos coordenados. 

4 Z éa porção do cilindro parabólico z? = 8x compreendida acima da região D: 0 < x < 
1,0=y = ax. 

5 X éa porção do cilindro x? + z* = 9 compreendida acima da região retangular D com 
vértices (0,0), (1,0), (1,2) е (0,2) 

6 Х éa porção da esfera х? + у? + z? = 36 compreendida acima da região circular D: x? 
+ у* = 9. 

7 Xéaporcáo do cilindro y? + 2? = 4interior ao cilindro xº = 2y + 4e acima do plano z 
= 0. 


8 Y é a porção do cone z = Vx? + y? interior ao cilindro д? + у? = 6y. 
9 У é gerada pela revolução do arco de y^ = 4x, de (0.0) até (3,2V/3), em torno do eixo 
Ж. 
10 X é gerada pela revolução do arco de x = e”, de (1.0) até (e, 1) em torno do eixo y. 
11 Seja D uma região admissível de área A, no plano xy e seja 2 a porção do plano ax + 
by + ez + d = O constituída por todos os pontos (x,y,z) no plano para o qual (x,y) está 
na região D. Supondo que c > 0, mostre que a área A de X é dada por 


A ess 
a Га? +b? + е2. 


12 Sejam a e b constantes positivas com a > b e suponha que a superfície X é descrita 
paramétrica e vetorialmente por 


R = (a + b sen u) (cos v) + (a + b senu) (sen v)j + (b cos u)k 


рага (u,v) na região retangular D: 0 = u = 2m, 0 = v = 27 no plano uv. Calcule a área 
A da superficie X. 

13 No problema 11, mostre que А, = a cos œ, onde a é o ângulo entre o plano contendo 
Deo plano contendo Y. li 

14 Seja w um vetor fixo de módulo unitário no espaço xyz tal que w + 0e seja C uma 
curva com arco de medida total L no plano xy, tendo as equagóes paramétricas 
escalares 


PEEC — E * - 
0—00 АА TT dedi 


ду 
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onde o parámetro s é medida de arco. Seja X a superfície descrita pela equação 
paramétrica vetorial 


R = f(s)i + g(s)i +19, 


onde os parámetros s e t satisfazem 0 < s < Lea < t£ b. Mostre que a área > é dada 
por A = L(b— a). 


15 Se c é uma constante, qual é o valor da integral de superficie || c dA? 


Y 


16 Seja X a porção do cilindro circular reto x? + у? = 1 compreendida entre o plano z = 


[| (+ y+ 24A. (Sugestão: Use 


Оеоріапог = 1. Calcule a integral de superficie 


coordenadas cilíndricas.) 


(у + т?) dA, onde € é a esfera de raio 1 com centro na origem. 


17 Calcule | 


18 Seja X o cone circular reto (com base aberta) cujo vértice está na origem e cuja base 


é um círculo de raio b paralelo ao plano ху e de altura №. Calcule 


|| xyz da 


19 Seja E a porção do plano = x + 4y + 5 compreendida acima da região D: 0 < x £ 1, 
0 =у = 1 no plano ху. Calcule || (2xy — 2) dA. 


z 
20 Suponha que a superfície Sé uma região admissível no plano xy e que Fé uma função 
de trés variáveis, definida e contínua num subconjunto do espaço xyz que contém X. 


Mostre que, neste caso, a integral de superfície || F d4 é a mesma que a integral 


dupla || F(x, 3.0) dx dy. М 


Nos problemas 21 а 25, calcule o fluxo de cada campo vetorial É através da superfície 

indicada E na direção do vetor unitário normal № dado. 

a i + x2j + xyk, X é a porção do plano z = x + y + 1 compreendida acima da 
região Р: 0 = x € 1,0 = у= 1 no plano xy, Ñ é unitário normal a X e faz um ángulo 
agudo com o eixo z positivo. _ 

22 F=xi+yj+ zk, Xéa esfera de raio | com centro na origem, Ñ é o unitário normal a 
X cujos pontos estão fora do centro. e 

23 F= xi  xyj + 2, Xé o triángulo de vértices (1,0,0), (0,2,0) e (0,0,3), № é o unitário 
normal a X gue faz um ângulo agudo com о eixo x positivo. 

24 F= xi + y  z'k, X é a superficie total do tetraedro com vértices (1,0,0), (0,1,0), 
(0,0,1) e (0,0,0), N é o vetor unitário normal cujos pontos estão fora do tetraedro 
(Sugestão: Integre sobre cada uma das quatro faces triangulares e some os resulta- 
dos). 


, E é a porção do cilindro circular reto x? + у? = 3 compreen- 


dida entre os planos z = 1ez = 2, N é o unitário normal a X cujos pontos estão fora 
do eixo z. 


26 Se Ё é um vetor posição variável varrendo a superfície X e se и e р são os 


eR OR 


parâmetros, mostre que o vetor é normala X e mostre que o fluxo de 


би eu $ 
um campo vetorial É através de X, na diréção da sua normal, é dado por || F 
ëR СЕ Ё 
x) du de. 

t 


du 


INTEGRAÇÃO MULTIPLA GAU Жу 1021 


Jy 


11 OTeorema da Divergência e o 
Teorema de Stokes 


139) (5р2 


O teorema da divergência eo teorema de Stokes são generalizações do 
оета de de Green, no plano, para o espaço tridimensional (Seção 9.4). Antes 

le aprésentarmos « esses teoremas, introduzimos as idéias de ели ли ia ede 
rotacional de um campo vetorial. 


11.1 Divergente e rotacional 
Nas relaç com campos vetoriais e escalares, é usual introduzir o 
“vetor simbólico" V definido por 


Ў „ў—+ [= + ЁЁ 

ёх ду б: 
Logicamente, V não é realmente um vetor completo, mas somente um sím- 
bolo incompleto que não faz sentido, a menos que seja “aplicado” por um 
campo escalar ou vetorial. Por exemplo, se w = f(x,y,z) é um campo escalar, 
então 


де. Ow j ди " 
= i+- k = o gradiente de w, 
ôx ду” ti 


Vw= 


que explica por que a notação Vw é usada para о gradiente de w. 
Se F = Míxy, di * NGxy,z) + Р(х. у, 2) é um campo vetorial, então 
podemos formar tanto o * “produto escalar” como o` “produto vetorial” 
i do “vetor simbólico” V com F, O “produto escalar” У · Fé chamado 
Чегет de Ё, abreviado div Г. enquanto o “produto vetorial” V x Ёё 
chamado de rorocional de Ё, abreviado rot ^. Logo, temos 


Se o campo vetorial F refere-se a um campo de velocidade de um fluido 
em escoamento, então V + Fe V x F têm interpretações físicas interessantes. 
O escalar V - F é uma medida da tendência dos vetores velocidades para 
divergir para um outro. Por exemplo, se o fluido escoa com velocidade 
constante (Fig. 1a), então os vetores velocidade são paralelos entre si, e o 
divergente é nulo; contudo, perto de uma “fonte” de fluido (Fig. 1b) o 
divergente seria maior. Por outro lado, se a extremidade do vetor V x F for 
equipada com pequenos cataventos (Fig. 2), então o escoamento do fluido 
causa a rotação dos cataventos com velocidade angular proporcional a 
УХА 
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-— —— fonte — —» (eR 
M * 
"dl c ES 
Lar? 
(a) (b) t 


Fig. 1 Fig. 2 


EXEMPLOS 1 Seja Ё = 2xyi + 4y2] — xzk. Calcule (a) V + Fe (b) V x Ё. 


SOLUCAO 


16 д д 
(a) V-F= TARET (02) + 22 (7x2) Ay 42— ж. 


k 


+ [2 (432) - 2.09) 
дх e ду x 
= (-4yJi + [-(-2)]j + (—2х)К = —4yi + zj — 2xk. 
2 SeÁéumvetorconstantee R = xi + yj + zk, calcule (a) div R e (b) rot (A х R). 


SOLUÇÃO 


aM D д 
(a) div n ox x+ бу y+ A 
(b) Seja A = ai + bj + ck. Logo, 


QD Jr 
AxR-|a b c|- (bz — cy)i - (ex — az)j + (ау — bx)k; 
x y 2 


logo. 


Pj 
rot (A х Ё) = = x F 
bz—cy cx—az ay—bx 


€» = 


= 2ai + 2bj + 2ck = 2A, 


11.2 O teorema de divergéncia 

O teorema da divergência, também chamado de teorema de Gauss em 
homenagem ao renomado matemático alemão Karl Friedrich Gauss - 
1855), efetua uma profunda conexão entre o divergente e o fluxo de um campo 
vetorial e representa uma generalização para о espaço tridimensional do 
teorema de Green no plano (veja problema 26 no Conjunto de Problemas 9). 
O ane se segue é um enunciado um tanto informal do teorema. 
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анна da divergência de Gauss 

Sem $ uma região fechada e limitada no espaço хуг, cujo limite é uma 
ВЕБЕ uniforme X. Suponha que Ё é um campo vetorial definido em um 
ЭЗЭ aberto U contendo S. e suponha que as funções componentes 
Eres de Р são continuamente diferenciáveis em U. Seja Ñ o vetor 
Басо externo, normal à superficie X. Então 


pio -Fdxdyd:= [| F-NdA 


$ 


Em palavras, a integral sobre um sólido 5 do divergente de um campo 
vetorial é o fluxo do campo através do limite do sólido. Em particular, se o 
integrando de uma integral tripla pode ser expresso como o divergente de um 
campo vetorial, entáo o valor da integral depende somente dos vetores na 
superfície que compreende o volume! Infelizmente a demonstracáo do teo- 
rema da divergéncia está fora do objetivo deste livro. 


Seja F = (2x — z)i + ху + xz?k e suponha que $ é o cubo limitado pelos planos 
x=0,x=[,y=0,y=1,2=0ez= 1(Fig. 3). Se X representa a superfície de 


$, use o teorema da divergência para calcular | | F-NdA, onde Né o vetor 
E 


unitário externo, normal a X. 


Fig. 3 


SOLUÇÃO 
Pelo teorema da divergência, 


| (2. + x? + 2xz) dx dy dz 


E: 
0*0 


1+2) dy dz 
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2 Useo teorema da divergência para provar o princípio de Arquimedes: a força 
atuante em um sólido § imerso em um fluido de densidade constante é igualao 
peso de fluido deslocado. 


SoLução 

Seja o sistema coordenado xyz colocado de tal maneira que o sólido 5 está 
localizado abaixo do plano xy е о eixo 2 apontado para cima, como usual- 
mente (Fig. 4). Visto que a pressão Р do fluido varia linearmente com a 
n Р profundidade, a pressão no ponto (x,y.z) da superfície X de 5 ё dada por 


e (63,2) P eng dí, 


onde a éuma constante e 8 é o peso de uma unidade de volume do fluido. A 
força infinitesimal dF causada por esta pressão em uma área infinitesimal dA 
tem módulo 


Fig. 4 |dF| = Pressão X área = (a — 02) dA 


é é dirigida para dentro. ao longo da normal à superfície. Logo. se Ñ é o 
unitário dirigido para fora, normal a X, então 


dF = |dF|(-N)= – (а — àz)N dA = (= — a)N dA. 


A componente vertical dF representa o módulo da força atuante dF, 
agindo em ФА; logo, 


dF, = к dF = K^ [(ô2 — a)N dA] = (62 — а): N dA. 


O módulo da força atuante na superfície total X é obtido pela soma — isto 
€, integrando — dF, sobre Y; logo, 


Aqui, temos 


Logo, pelo teorema da divergéncia, 


= || (б: — a)k NaA = [|| V (б: — a dx dy dz = ||| ô dx dy dz 


s s 


MES dy dz = àV, 


onde V é o volume de 5. Visto que ё é o peso de uma unidade de volume do 
fluido, segue-se que 8V é o peso do fluido deslocado. 


3 Seja D uma região fechada admissível no plano xy e suponha que g e A são 
funções contínuas definidas em D e satisfazendo g(x.y) = А(х.у) para todos os 
pontos (x,y) em D. Seja $ o sólido constituido por todos os pontos (x.y,z) 
satisfazendo as condições tais que (х,у) pertence a D e g(x,y) = z = h(x.y) 
(Fig. 5). Suponha que / é uma função de três variáveis continuamente dife- 
renciável em algum conjunto aberto U contendo 5 e seja F o campo vetorial 
definido por F = ftx,y,z)h. Verifique o teorema da divergência para o campo 
vetorial F e o sólido S. 
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Fig. 5 


E 
x 
SOLUÇÃO 


A superfície > de 5 é constituída de três partes 
У: o gráfico dez = g(x.y) para (x.y) em D. 
Es: o gráfico dez = h(x,y) para (х,у) em D, 
Уу: a porção do cilindro sobre o limite de D, com geratrizes verticais, cortadas 
por X, e Bo. 
Seja N o vetor unitário radial, normal à superfície X. O vetor 


gie y) + дә(х.у)]— k 


é normal a X, (Seção 7.4, Cap. 16), aponta radialmente ao sólido $, visto que 
sua componente k é negativa; logo, em X,, temos 


iG у)! + 92(х Р 
Ipse У)? + [иә (х, o) + 1 


Também, em Х,, a diferencial da área de superfície é dada por 


N= 


4А = gley + [p(y]? + 1 dx dy 
(Seção 10.2). Logo em Ey. 


N dA = [yis y)i + ga(x, y)j — К] dx dy e 


F-NdA= f(x * [m6 у) ga y) — El dx dy = — f (x,y,2) dx dy 
= — f(x, y,g(x, y) dx dy. 
Conseqúentemente, 
|| F- Мал = — [| fe 9.0(x. y)) dx dy. 
DA D 


. . Raciocinando de um modo semelhante, mas notando que a componente 
k de N em X, é positiva, encontramos 


[i F-NdA- fi Fx, y, h(x, y)) dx dy. 
ES ® 
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Fig. 6 


direção positiva ao 
redor do contorno X 


TEOREMA 2 


CÁLCULO 


Visto que № é paralelo ao plano xy no cilindro X; segue-se que 


N = f(x. yz) k: = f(x.y.z00) =0 em X5; 


logo. 
|| F- Nd4- 
po 
Portanto. 
Пе ал = [[F-Naa + || FN dA + || F-Nda 


TE Ey 


= — Ii Fix. y g(x. y) dx dy + 1i f(x. y.h(x. y)) dx dy +0 
A M 


n 


ез |] L. yhy) foy gt y) dx dy 


dx dy 


кя Епа “ 
| Ties) | | dx йу = 


=glxsi 


© ахйуа:= [[[ V - F dx dy dz. 


5 


em conformidade сот o teorema da divergência. 


11.3 Teorema de Stokes 

Nós agora estudaremos uma outra generalização do teorema de Green, 
a qual é atribuída ao físico matemático irlandês Sir George G. Stokes (1819- 
1903). Intuitivamente falando, o teorema de Stokes diz que o fluxo do 
rotacional de um campo vetorial Ё através de uma superfície X é igual à 
integral de linha da componente tangencial de F aplicada no limite de 

Para sermos mais precisos, suponha que X é uma superfície e que Né um 
vetor unitário normal a X que varia continuamente como no movimento ao 
redor da superfície (Fig. 6). Ademais, supomos que o limite de X é constituído 
de uma curva singular fechada С no espaço xyz. Imagine-se em pé com a 
cabeça voltada na direção do vetor normal № e com a superfície Y à sua 
esquerda. Agora, se você caminhar ao longo de C, estará por definição se 
movendo na direção positiva ao redor do contorno. Se desejamos descrever 
С, ou uma parte de С, parametricamente, nós escolhemos sempre o parâme- 
tro t tal que, quando t aumenta, nos movemos ao longo de С na direção 
positiva. Com este entendimento, podemos ag эга dar um relato informal do 
teorema de Stokes: 


Teorema de Stokes 

Seja F um campo vetorial cujas funções componentes são continua- 
mente diferenciáveis em um conjunto aberto U contendo a superfície X e sua 
eurva de contorno €. Logo, 


[F-uR=[|(VxF)NdA. 
ы E 


A integral de linha | F+dR sobre a curva fechada C é chamada de 

"E 
circulação do campo vetorial F ao redor de C. Em particular, se F representa 
um campo de força, então a circulação de F ao redor de C é o trabalho total 
realizado pela força F no transporte de uma partícula ao redor da curva 
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fechada С. Logo, o teorema de Stokes diz que а circulação de um campo 
vetorial ao redor do contorno de uma superfície no espaço xyz é igual ao fluxo 
do rotacional do campo através da superfície, Infelizmente, a demonstração 
do teorema de Stokes está fora do objetivo deste livro. 


EXEMPLO Seja X a porção do parabolóide de revolução 


(2 + y!) 


кюре 


cortada pelo plano 2 = 2 e compreendida abaixo deste plano, e seja N o vetor 
unitário normal a X que faz um ángulo agudo com o eixo z positivo. Se C éa 
curva limita de X e Ё é o campo vetorial 

F = Зуі — xzj + yz*k, 
verifique o teorema de Stokes para F e X. 
SOLUÇÃO 
Procedendo como no Exemplo 3 na Seção 11.2, encontramos que 


xi — yj + К) dx dy. 


= (22 + х) 0/4 (2 3); 


logo, 
(Vx F): Nas = Пе + —х)+%—у) + (=z 3X1] d dy 
= (—2°x х2 — z — 3) dx dy. 


Note que a superfície X está compreendida acima da região circular 


Dixi y <4 
no plano xy. Logo, 
[vx E) мад || x! — 2 — 3) dx dy 
y de 
ЧОЛ, 3 d 
= -3* *y)-3|dxdy. 


Passando para coordenadas polares, encontramos que o fluxo através de 
2 do rotacional de Ё é dado por 


- DD 
| (vx P: мал | | 
Е 


(ово cos 20-51 =3)rdrdo 
“o “o 4 2 


3Xw o2 n p 
ЕСТЕ cos? 6 — — — х) dr do 
А 4 2 
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= ss cos” g— ü Y 


p * p 32 | 


ME С cos Ü — 4 cos? п-в) uo 


a 
|. = os 0 — 2(1 + cos 20) J do 


ME 7 cos 0— 2 cos 20 — 10) 40 


|2я 
= — 201. 
o 


== (= sen 0 — sen20 — 100) 


Agora calculamos a circulagáo | F-dR. Note que С é descrito 
Je 


paramétrica e vetorialmente por 


R = (2 cos t)i + (2 sent)j + 2k. IERES d 
logo. 
dR = [(-2.sent)i + (2 cos t)j] dt 
© 
F -dR = [(Зу)(—2 sent) + (—xz)(2 cos t)] dt 
= [3(2 sen t)(—2 sent) + (—2 cos t)(2)(2 cos 1)] dr 
= (— 12sen? t — 8 cos? t) de. 
Logo, 
E 2a .2m 
F-dR=| (-12sen?t—8cos? t)dt— — | (4sen? t+ 8sen? t + 8 cos? г) di 
VE “a `0 
„ж mi 
=—| (4sen?t+8)dt=-| | [2(1 — cos 2t) + 8] de 
"ж EN 
„эх a 
=- | (10-2cos2)dt= — (10t —sen 2t)| = —20m, 

M: o 

em conformidade com o teorema de Stokes. 

. 
Conjunto de Problemas 11 
Nos problemas 1 a 4, calcule (a) V - F, (b) V x F. 
T j 2 F=(2 yj + 3zk 
3 F=3xyz2i + (5х?у +2) + 2y?zk 4 Е = х(соѕ y)i + 3x"(seny)j + xk 


Nos problemas 5 a 8, use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo i | F-NdA 
* 

através do contorno de 3 do sólido indicado 5 do campo vetorial F dado. Aqui, Né o 

vetor unitário radial, normal à X. 
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E z)i + у?) — (x + 3y)k; Sé o sólido limitado pelos planos 2x + 2y + z =6,x 
йез = 0, 
E N y + z'E; S ёо cubo limitado pelos planos x = 


là d, 0,5 Oez 


+ хуй; S é a esfera x? +y +22 = 1, 
— ai — a3j + 3zk; S é o sólido limitado pelo cilindro parabólico z = 9 — у“, 
mente pelo plano x = 0, posteriormente pelo plano x = 4 e abaixo pelo plano 


problemas 9 a 12, use o teorema de Stokes para calcular o fluxo 
ЧУ x F): тад do rotacional de cada campo vetorial F através da superfície 


la È na direção do vetor unitário normal Ñ. 

F=yi+ xy + xk; Xé o hemisfériox? + y* 4 z= 
não-negativa Ё 

ШР yi + zj + xk; È é a porção do parabolóide de revolução z = 1 — 

A tem uma componente não-negativa k. 


> 0; N tem uma componente 


y^, no qual z 


É n 
= уя, і y} + zkr = [RI X é a porção do elipsóide *, + E +9=!no 


qual z = 0; № é o vetor unitário normal cuja componente k é não-negativa. 
Nos problemas 13 а 14 verifique o teorema da divergência pelo cálculo direto do campo 
vetorial dado F e o indicado sólido S. 
13 F = xi + yj + zk:S éo cubo limitado pelos planos x = 0,x=1,y=0,y=1,72=0,€ 
=}. 
14 F = e(x.y.2). onde g é uma função continuamente diferenciável definida em um 
conjunto aberto U contendo a esfera x? + y? + 22 = 1. 
Nos problemas 15 a 16, verifique o teorema de Stokes para о campo vetorial dado F, a 
superficie indicada У е о vetor unitário normal №, para X. 
1s (2y - z)i Gc — zy (y — x) Xé otriângulo formado a partir do plano x + y + z 
= I pelos planos coordenados: Né um vetor unitário normal cujos componentes são 
todos positivos. 
= yi — xj + zk; do hemisférios? + у* + 2®= 4,22-0; Né O vetorunitário normal 
cuja componente É é não-negativo. 
17 Prove o teorema da divergência para o caso especial no qual 5 é o cubo limitado 
pelos planos x = 0, x = 1, у =0, ez 
18 Seja F = fix,y,z)i + g(x,y,z)k. Explique por que a integral da superficie 


Í [Е N dA é algumas vezes escrita como 


) dz dx + h(x, y, z) dx dy. 


[Ef ys dy de + ax; 


19 Suponha a existência e continuidade das derivadas parciais solicitadas, prove que 
(a) o rotacional do gradiente de um campo escalar é nulo e (b) o divergente do 
rotacional de um campo vetorial é nulo. 

20 Mostre que o fluxo do rotacional de um campo vetorial através da superfície X de um 
sólido $ é nulo. Seja cuidadoso com as hipóteses que você fizer. 

21 Suponha que X é uma região admissível no plano xy cujo limite C forma uma curva 
simples fechada uniforme. Mostre que o teorema de Stokes para X é justamente o 
teorema de Green no plano. 

22 Mostre que um sólido $ imerso em um fluido de densidade constante não sofre força 
horizontal por causa da pressão do fluido. 


Conjunto de Problemas de Revisão 


Nos problemas | a 8, calcule cada integral iterada. 


2 | | x x y! dy dx 


3 | | (x25)dx dy 


Jg ds 
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sã „ж? A 
(x + y) dy dx 5 | | уе? dydx 
dada 


‚л „Dcos 


7 | | Psenododr 8 | | rsenüdrdb 


16 "070 


Nos problemas 9 а 12, substitua cada integral iterada por uma integral equivalente com 
a ordem de integração inversa e então calcule a integral obtida. Esboce a região 
apropriada. 


re „3 a „ө (UVB) н y А 
9 | y dy dx Wr | dy dx п | yxdxdy 12 | | xy dsdy 
44— х2 6 e “o "(2/346—-9) "D “3118 


Nos problemas 13 a 16, calcule cada integral dupla sobre a região indicada. 


13 [((/у+х—3ху?)4хду;&:0<х<1,1<у<3 14 |[sen(x + y) dx dy; R: 0 <x < 1/2, 0 < y 2 
x E 
dsdt, 


ж 


R:2 


Іл 
IA 
# 
o 
lA 


"dqedy К:0 х <20<y<x 16 || 
ж к 


Nos problemas 17 a 20, use a integração dupla para calcular a área da região R limitada 
pelos pares de curvas dadas 


20 у*=4х е 


Nos problemas 21 а 26, expresse cada integral iterada como uma integral iterada 
equivalente em coordenadas polares e então calcule a integral. 


.10 албаа ss 2 е 


и | | М + y! dy dx 2 | | 68 + yy? dy dx 2з | | (1= х2 — yy dxdy 
“o o oo 

"Wr M "X" 
24 ] | М/А? y? dx dy 25 | | xy dy dx 


AEE 


Nos problemas 27 a 30, calcule o volume V do sólido abaixo do gráfico da função dada f 
e acima da região К no plano ху. 


27 ху) = 4 x; R: 0 у 2,020 «x «2 28 f(xy)- 


29 Дх,у) 


giáo triangular limitada por x + y = В,х + 2) ех= 0. 
30 Дх,у) 
Ө. 


ї a região limitada pelo cardióide cuja equação polar é r= | — sen 


31 O volume V abaixo do parabolóide hiperbólico z = xy е acima de uma região R no 
plano xy é dado por 


'хуйхйу+| | xydx dy. 
53 


Esbocea região К no plano ху, expresse V como uma integral dupla na qual a ordem 
de integração é reversa e calcule V. 


b 
2 Seb > а > 0, mostre que -dx = n - usando o fato de que 
„> greg be "9 a 
| еу Z? | formando uma integral dupla adequada e revertendo 
x 
a 


a ordem de integração. 
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Nos problemas 33 a 36, use a integração dupla para calcular o centróide da região А. 


3 R:0x <л/4,0 < y & sec? x 34 К:0 Ey €Ind, e? €x «4 35 R:0 € 0 € л/2,0 <r < sen20 


36 К: A região triangular de vértices (0,0). (5.0) e (c,h) onde b, сел são constantes 
positivas 

37 Calcule os momentos de inércia I», 1, e 4, de uma lâmina homogénea de massa m 
ocupando a região triangular R do problema 36. 

38 Uma lâmina tem a forma de um disco circular л? + y? = а? e sua densidade no ponto 
(x.y) é dada por (х,у) = k(x? + y*)"*. Aqui, a е k são constantes positivas. Calcule 
Les La efo 

Nos problemas 39 a 43. calcule cada integral tripla repetida 


"Ei e. 
в | | | errada 


-30 


1 s 
| uml + y! +22 dx dy dz 


eL y 
44 Reescrevaa integral triplaiterada | | 
dg d 


J (x. y. т) dy dx dz como uma 

o o 
integral tripla iterada sobre um sólido 5 e esboce 5. Então, reescreva a integral 
como uma integral tripla iterada equivalente. com tantas diferentes ordens de 
integração quanto possível. 

Nos problemas 45 a 46, esboce o sólido S e calcule a integral tripla por iteração. 


45 | | | y dx dy dz, onde Sé o sólido limitado superiormente pelo plano3x + 2y + z = 
M 

6, inferiormente pelo plano z — 0 e lateralmente pelo cilindro com geratrizes 

paralelas ao eixo z, sobre o limite da região R: 0 = x < 1,0 = y = 2 — 2х. 


46 [|| xzdx dy dz, onde Sé sólido limitado pelos planosx = 0, y = 0,2 70,22 1,4 


=2-2%,ey=3- 32. 


Nos problemas 47 e 48, use integração tripla para calcular o volume de cada sólido S. 

47 Sé osólido limitado acima pelo cilindro parabólico x? + z = 4, abaixo pelo plano x + 

na esquerda pelo plano y „ e na direita pelo plano y = 3. 

ido no primeiro octante, limitado pelo cilindro circular x? + z* 
planos у 22x, y = Qez = 

Nos problemas 49 a 50, expresse cada integral tripla iterada como uma integral tripla 

iterada cquivalentc cm coordenadas esféricas c então calcule-as. 


9 e pelos 


т? dz dy dx 


Nos problemas 51 a 52, expresse cada integral tripla repetida como uma integral tripla 
repetida equivalente em coordenadas esféricas e então calcule-as. 


P2] dz dx dy 


М y! + 22 dzdxdy sí | | ri? ey +2 
ти Ы: “O 


43 Use coordenadas cilíndricas para calcular a e and da dy dz ondeSéa 


metade do cone circular reto de vértice (0,0,4) e base x? + y? = a? compreendido no 
lado direito do plano y = 0. 

34 Use coordenadas cilindricas para calcular o volume de sólido limitado acima pelo 
planoz = ax + by + с, abaixo pelo plano xy, e lateralmente pelo cilindro r = k cos 6. 
(Suponha que k > Ü e que ax + by + c = б para (x.y) interior ao círculo cuja equação 
polar é r = k cos 8.) 

Nos problemas 55 a 58, calcule as coordenadas (£,y,2) do centróide de cada sólido 5. 

55 Sé limitado acima pelo plano z = 4 e abaixo pelo parabolóide de revolução 3z = r^. 
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56 5 é limitado acima pela esfera x? + у? + 2º = 


2 
a 


pelo cilindro |» -5) += El 


: abaixo pelo plano xy, e lateralmente 


57 8:0<у<1,0<х< /1 — y). B + 


58 Sé limitado acima pelo parabolóide de revolução x= — z? abaixo pelo plano 
xy, atrás pelo plano yz, na esquerda pelo plano xz, e na direita pelo plano у = 1. 

Nos problemas 59 а 62, calcule o momento de inércia, em torno do eixo z de um sólido 

homogéneo $ com total de massa т como descrito. 

59 Sé um cone circular reto de altura h com vértice na origem, eixo central ao longo do 
eixo z positivo e raio de base a. 

60 Sé limitado pelos planos coordenados, pelos planos 
у= 10-22-22. 


с=3ег = | epelo parabolóide 


61 5:(х а) yy +22 <а? 62 5: <2с0 06,0 <0 & n. O 


Nos problemas 63 а 66, calcule а integral de linha diretamente 


63 | (x ey) de (x 1?) dy: € 
“E 


f FF Sus -— d 
“JR: F = yel хоз C: 
ш 4 yei + xe"; С MER 


64 


65 иа s Bere. 


c=t 
> deem 


66 | (ax + by) dx + (ex + ky) dy; C € o segmento de reta de (коза) € 652). 
“e 


Nos problemas 67 a 70, use о teorema de Green para calcular cada integral de linha. 


67 | 
de 
limitada pelas curvas у? = x° e y = x. 


рах + y! dy; C éocontorno, tomado em sentido anti-horário. de região R 


2 + y) dx + (x — y?) dy: C é o contorno no sentido anti-horário da região R 


limitada pelas curvas у = 2 e y = 4x. 


69 | y dx — x dy; С ёо contorno no sentido anti-horário do triângulo de vértices 
"e 


(0,0), (5.0) е (с.л) onde b, c e h são constantes positivas. 


70 | F-dR: Р(х, у) = fex + g(y)j: С é uma curva simples fechada qualquer: f 
e 

e g são funções contínuas. 

Calcule a área de uma porção da superfície esférica x* + у? + 2 

do lado externo do parabolóide 2® + y? = 2х + 10. 

72 Estabeleça uma integral que dé a área da porção da superfície Дх,у,2) = А com- 
preendida acima daregiáo R no plano xy. Faça as suposições de que você precisar 
sobre continuidade. diferenciabilidade e assim por diante. 

73 Dois cilindros congruentes são tangentes um ао outro externamente ao longo do 
diâmetro de uma esfera cujo raio é o dobro dos dois cilindros. Calcule a área da 
porção da superfície da esfera interior aos cilindros 

74 Suponha que a região А no plano xy é limitada por uma curva simples fechada С. 
Escreva fórmula para as coordenadas do centróide (*,5) de R que envolve somente 
integrais de linha sobre С. 


Т 


E 


25 compreendida 


75 Calcule [| (x? + y?) dA, onde X é à porção da superfície do cone z? = х? + y* 
!| y 


E 
entrez = 0ez= 1. 


76 Uma lâmina delgada homogênea de massa т tem a forma do hemisfério x? + у? + 22 
= q?, Estabeleça uma integral de superficie que dá o momento de inércia /, desta 
lâmina em torno do eixo y, c calcule esta integral. 
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Nos problemas 77 e 78, calcule (a) V + Fe (b) V x F para cada campo vetorial P. 


mr 


(к? + уш) +) je G^ xy 78 Е = (у cos z)i + (= cos x)j + (x cos y)k 


Nos problemas 79е 80, use o teorema de divergéncia para calcular o fluxo 


г 


] [ F- N dA do campo vetorial dado É através da superfície X do sólido 5 indicado, 


E 

na direção do vetor unitário normal, radial, N. 

79 F= xi + yj - zk:S é o cilindro reto circular limitado acima por z = 2, abaixo porz = 
1. e lateralmente рог x* + у? = 1. 

80 F = xi + 2yF + 322; S é a esfera x? + у? += 1. 

Nos problemas 81 a 82, use o teorema de Stokes para calcular o fluxo 


[ (V x F): NdA do rotacional do campo vetorial dado F através da superfície 


indicada E, na direção do vetor unitário normal N. 
F= yi + zj + xk: X é o hemisfério x? + y? +22 = 
componente é não-negativa. 

#2 F= (y+ 39i + (2у — x} + (ху? + 2)k: X é a porção do parabolóide de revolução z 
1 — x? — y*, no qual z = 0; № é o vetor unitário normal cuja componente ké 
náo-negativa. 

3 Seja R = xi + xj + zk. Mostre que o fluxo de R através da superfície Z de um sólido 
qualquer 5 é o triplo do volume de $. 

84 Seja R = xi + yj + zk esejar = |А]. Se F = PR, verifique o teorema de divergéncia 
para a esfera S de raio 1, com centro na origem. 


z = 0; Né o vetor unitário cuja 


RESPOSTAS DOS PROBLEMAS 
SELECIONADOS 


Capítulo 13 Conjunto de problemas 1 pág. 615 
E 
12,5,10,17,26,37:10001 3 e Ж де иче 1 


2 
9' 14 217 30” 41^ 10.005 2 n+1 


1 
90 11 zi 13 Diverge 15 л 17 0 19 —1 21 Diverge 23 1 


25 e 27 Crescente, limitada, convergente 
29 Crescente, limitada inferiormente mas não superiormente, divergente 
31 Não-monótona, limitada, divergente 
33 Não-monótona, limitada, divergente 
35 Decrescente, limitada superiormente mas não inferiormente, divergente 
37 Não-monótona, limitada, convergente 
39 a, = п, b = —n 
41 (a) Diverge (b) diverge; (c) converge; (d) converge; (e) diverge 
5 9 19 37 75. 7 qn A 


АТ 
С ыу гас. | 
rpm d "pt 49 гв 


Conjunto de problemas 2 рад. 624 


теа а EN 1 
3 а аавв cba —; E 
3715 35 6 99 SST 2n+1 rge para 5 
1 2 
32+6+12+20+30+ :4 9: 8 2040,70, п ЕЕ Dis 2), aivergo 
od Ds BIS DE qa M. 
4'36 144 400 900' '"4'9'1625/36' ^" -gpg ту! converge para 
S e 2(3k? + 7k— 5) а 
7 eub 8 AL ‚4 11 Yo(-1y* di 
PIE À gr rar sy “718° DOE D 
2 
13 а= 1, r = =, converge pai : 15 arm diverge 17 а=1,г=-1, 


1 3 
diverge 19 a= 16" r- g converge para Я 


1 1 1 
=,8 E ra- 23 = 
5 converge ра 4 3 


4i 
25 aer 27 Sim, se convergir 29 Luc 31 8 metros 
99 495 


Conjunto de problemas 3 pág. 631 
5 31 S 1 
9 = 1-3 13 — 15 No 17 —21n2 21 
6 21 110+ 1) 
e 1 
23 E 28 ——— 27 2—1 
Xen mm e 


P-2 


Conjunto de problemas 4 pág. 641 
1 Converge 3 Diverge 5 Converge 7 Diverge 9 Converge 


11 Diverge 13 Converge 15 Converge 17 Converge por comparação com 
= di " 2. 1 
X 19 Converge рог comparação com Y zx 21 Converge por comparação com 
azik 212 
ed А " " 
л 23 Diverge por comparação com 25 Diverge por comparação com 
sei 
i " 
E 27 Diverge por comparação com 29 Converge por comparação com 
j=1 9) 


a 10 К | << = 
РЕ: 31 Diverge (use 2 a 33 Converge (use, У zl 35 Diverge 


21 = i 
use Y i 37 Converge (use Y; я) 39 Converge (use $ » Lin) 45 Seja 
= к= 


1 
а= ui 
Conjunto de problemas 5 pág. 652 
1 Converge 3 Converge 5 Converge 7 Converge 9 Diverge 


24 1 
11 Converge 13 Converge 15 = estimado por cima com erro < — 


115 137 1 
17 144 estimado por baixo com erro< a — 350 estimado por baixo com erro. « 2500 
21 0,406 23 Diverge 25 Converge absolutamente 27 Converge absolutamente 
29 Converge absolutamente 31 Converge 33 Converge absolutamente 
35 Converge condicionalmente 37 Converge condicionalmente 39 Converge 
absolutamente 41 Diverge 45 Verdade 


Conjunto de problemas 6 pág. 658 
1 


) 3 а=0, R= +00, T= (20,00) 5 а= 0, К = +2. 
2R-Li-[-3-1] 9 a=-5,R=1,1=[-6,-4] 
| 13 a=1R=+0.I=(-0,0%) 18 4=1,R=3, 
=41=[0,8) 19 a=3,R=1,I=(24] 21 а= –1. 
23 а=1,8=1,1= (0,2) 25 а= 6 К = 0), 
29 R=b;1=(—b,b) 31 К=а;1=(—аа) 

Conjunto de problemas 7 pág. 667 


Уан аре 3 XXe 5 Ls] 


it Es 5 

yx Use se 1 
9 dj dues 
Кек 2. (ka D 2 
E gne ae tea] 
3 TR 15 5 — “а, 
B E, Qk x DG +2 à spend ^ | 
ЖО. к к wwe 
TAO -5 + 19 Ук R=É 


к = +2y2 2 — ja 
e ox КРК + 23 iem A oppeto 
к= К! к= 


— — m 
ы. = ) p Е = +3 а 4 5 
= шун те = dito SM 


(c) —1; (9)0 


Conjunto de problemas 8 pág. 674 


1 wd cm 1 „| 
tae [к= о UU © Бы 
e к 
gl , 9 
ES З ГЕТЕ 2 (pa 
-1 13 ds E 
3 EA ү kt Zo ico 2k+1 
= (o paiya | і 
ИУ, аш = 19 0,9802 21 790) = 0 ѕел é par; f'"(0)— 
En 2k)! 
e q s Me todo x 25 E BEES 
y (п — 1)se n é ímpar 23 E ~ para todo x b ge 
эу 1 
эт EA айодох 2910 ar " эз (-2)191 
ão kl 8! 
Conjunto de problemas 9 pág. 681 
E (1P -4:7 Gk - 2) 
1 1+ P - “аш. oai 
= 1:4- k-2 e (-1]:3:5 
314 p x"pam|x|«1 5 1+ El ) sii 


i 1 
[х|<1 7 У (2102 "kx рага |х] <5 9 10148875, | erro| < 1,7 x 107º 
[en 2, 


11 2,030518, |егто | < 2,7 x 107* 13 10,050 15 0,690 19 São iguais. 
23 A série torna-se uma soma finita, correta para todo valor de x. 


Conjunto de problemas de revisão pág. 682 
i m T 
1 Converge; limite a 3 Converge; limite 2 5 Converge; limite 0 


7 Converge; limite O 9 Diverge 11 Converge: limite 1 13 Crescente 
15 Não monótona 17 Não; crescente depois decrescente. 19 Limitada; 


—— 15 
nào monótona; convergente; limite 5 23 1 25 sen 1 27 3 


3 
converge; soma é> 29 z m= 33 lim a, — 0 nào garante que É a é 


6 пака 


convergente. 35 Converge 37 Converge 39 Converge 4 Divers 


=D ja 


P3 


para 


‚ (2k +3) Ns] 


43 Condicionalmente convergente 45 Absolutamente convergente 47 Diverge 
49 Absolutamente convergente 51 Absolutamente convergente 53 (a)0,5058. (ej 


55 а= 1; Е 2;8=1:1=(=3,— 0) 


m[l—514-45] bg 


59 a=10;R=0,I=|10) 6 a=—mR=+0;I=(-0,.0) € 2—X 
1 57 — 

R=; -fs 65 Y TIS E 
2 2'2 di 

67 x*-1)--—-( 


1 1 z = 4 =| 
6 1456-10-50-10 wm lipo т 1+0-3 (5-2) +0 


ЕШ 


Р-4 


mir y! ШЕ 
rm 
4х = am | 1 
79 tg A x^*! para lx] < Я 
e E 
EL T x^! рага lr] < 1; 83 1,974375 
2 0458 
85 аут - para todo х; 
42% 436 
(b) 1-2 di cr + para todo х; 
p QA 


para |х| < 1; 


cow x? +- para todo х 


87 senx  89x—1- — 91 2 
х 


Capítulo 14 Conjunto de problemas 1 pág. 689 
15 X=A4+B+C-D 17 X=-(4+B) 21 PRSQ: PROS; РОК; RSPO: 
RPSQ; RPQS: OSRP; SQRP; SRQP; QPSR; QSPR; RPOS 
23 (a) À— В € um vetor, 5 é um escalar: (b) não podemos somar um vetor Ã е 
um escalar 3; (c) À + В é um vetor е 0 é um escalar. 


Conjunto de problemas 2 pag. 695 


7 ijs 9 (a)i 6j; (07i —2j — 11 (a)<-25,34); (b) (7,9) 


PLE ; ; T Н ; 
13 (a)3i + (6) 13: ()z €- Jy (9) Qs + t — 5u)i + (75 — 6t + 10u)j 
20 5 8 2 
15 == – 2 Es ше = => ‚= ==> => 
s a 7 17 х= ey=1 Bax a E 
21 (a)3i+ 6j; (b) + 3j: (0) 4E 3j; (d)4i+3j: (е) - 101 — 7j; (f) 105 — 57; 
(2)6i — 8j: (nh) 18i — 72] 25 R move-se pela reta através de P e Q. 


Conjunto de problemas 3 pág. 704 
ii 30 SE v5 9-2 


150 17 (a)0; 


9 (8)2; (b) 17: (c) 4/5; 


21 (a) -12; (b) 2/5; (c)3: 


23 —3 25 —30 


21 е en 
27 (-22,—9) 29 3 9 (a) À е B fazem ángulo agudo; (b) À c B são 
perpendiculares; (c) А e B fazem ángulo obtuso. 35 (a) J [af + [B| 
(b) vala -9|BP: (с) VIAF +EP 37 АВ. ВС-0 а 45,/3 тх kg 
43 F- PR; trabalho realizado é o mesmo ` 


Conjunto de problemas 4 pág. 710 
15íi—-3j 3040) 54231-4232]. 7 5+3] 


11 Círculo, x? + y? 2 9 13 Círculo, 


(х—2)#+(у—3)#=16 15 Elipse, focos em (1,0) e (—1,0) Semieixo maior 3 
17 Oeixox 19 Reta, 2x + 3y = К 21 Reta, 2х + Зу =3 А = 
эз |R-(—34s3)-9 25 (1-7) (R+i+s)=0 27 (121—6): R=7 


E 3 E 
29 й—17] з 5+5 з—— 354) NG Ei 


Conjunto de problemas 5 pág. 717 
1 (a) M — 2i 2j; (b)R=(I+20)+(2+2%)j ()x—1425y 2226 


@х-у+1=0 (Ne ij DU) Ro -1 -F (0) 
orde EE ri (d) 17 + 13у= 7: 
(е) № = 171+ Bj; (0) (177+ 130): R97 М aji + (4/3 — e): 
)К=[х+ц(—,/2— ж] + [e + (3 - е; (с) х= n— (2 x) у = е + G/3— oy: 
(d) (48 —е)х + (0/2 + a)y = ei 0/2 x) 


MB- ё}ї+ (/2+)Д-К=3т+/2е 7 R=(7- 0) + Gr-2)i 


9 R=(3+4cosii+(4+4sent)j 11 R= 5(t —sen t)i + 5(1 — cos t)j 

13 (а) х 22cos t, y 22 sent; (Ы) х? +у = 4 15 (а) х = 5 cos 2t, у = —5 sen 2t; 
2 3 

(b) х? + y? = 25 17 (а)х= 4,у= 3+ 5; (5) у= х +5 


21 (х y: (Jd 


5 dy —5 
p 


= =— $58 (y 
pu! Ar S HD 


Conjunto de problemas 6 pág. 724 
"TET е 
1 (a) Reais exceto — le 1; (D) 8 + 34 (с) 81 55 (d) Reais exceto — 1e 1 3 (a) Reais 


exceto 3; (b) indefinido; (c) ê + 13; (d) reais exceto 3 5 (a) Reais exceto 0; шр 
т 


6 à = " as 1 "e 
(c) = i+j (d) reaisexceto3 7 614368); 6i + 1082) 9 3e'i4- т j: 98i — E ] 
11 (—5sent)í + (3 cos t)j; (—5 соз) — (3sent)) 13 (—2tsene?)i+ (2t cos 12); 


(-2sent? — 4? соѕ 12)? + (2 cost — 4? sen?) 15 — qi 


2e" + 10е 
Ме +3)* + (e TF 
19 (a) (12 cos 3t)i — (12 cos 3t)j; (b) (—36 sen3r)i + (36sen 31)j: (c) —432вепбг; 


17 (a)ei т еј; (b)ei+ ej; (c)2e*; (d) 


sen3t 


(d) (12,/2 cos 3t) ГЛ 21 (а) 2e*(cos 2t — sen2t) + 2е *'(cos 2t — 2веп2!); 
sen3 


ч " 1 3 Int 6 
E agde oc oM LS ме 
(6) =s- die" T Gu FU P PRM 


Р-6 


7 s7t |. 2 i 
(b) e A. 7sen7t In j E pet + z = j 25 (a) 8s? cos г)? — (35°зеп JJ: 


(b) (6s + 95*)e'i + (9s* — 6s)e Jj: (с) 0: (d)2e cost -2e"'sen: 39 (а) lim F(t P Ase 


e somente se lim [É (4) — Д = 0; (b) lim F(t) = 4 se e somente se lim IF: - a= 


toe m i2e- 


Conjunto de problemas 7 pág. 730 


1 (a)6ti+2j: (b)6i: (2/98 +1 3 ()24 +1 -kh (52i— 


5 (a) 2(1 — cos t)i + (2sent)j; (b) (2sent)i + (2 К (с) 2 
7 (а) (—sent + cos t)i + (— са (o) — cos t — sent)i 


(с) 2 j: 
11 (a)27i+ 5j; (b) 14; (c) /754 13 al; 


5n /2 


(c) 15 (а) Bi- 


19 (а) 2i + 6j; (b) 2/1 + 98; (с) 


21 (а) (-2 senZt)i + (2 cos 20); (b) 2; (c) (—sen 2t)i + (cos 21) 


ЗЕ s 1 z 

23 (а) ja! $ Alia 

ta lü + cos t)? Bg (p) 22 + eos qs 

-senf 1 == 1 

== ses jo 22/14 27 (+1) 29 6n 

JUL cost)?  /Ml+cost) "2 4 

E E z^ fran? 

31 Journ т 38 (2 [[ | +r do 

е 7 33 3 me) 37 |, Ja ** 0 

i+ f'(x)j 


THF 


; (c)0; (d) indefinido 3 (a) (—sent)i + (cos t): 


(b) (cos i)i — беги): тА ок р ар sa ESP rene 


( 


sen? nt 25 cos? лї ' 
5 cos zt)i — (Зѕеп л!)/_ 15 


b 2 1 ; (1)N=N 
is 9 sen? лї + 25 cos? mt (9 sen? zt + 25 cos? л)? е 
ded a р RIGE E 
7 E S b) eof €) Се QN-EN, Sta) ї (к 
+ Id A {їз 
t [-3)4 3 » = 
) ( ; ) (c) к=0; (d) indefinido. 11 (a) ==; (b) = 
I] лз Ji y 
— 6º 3 ЕЗ —2sen20)i + (cos 0)/ 
(Jana ()N=-M аз (а д 0, 
(1+ 4%) / 4 sen? 20 + cos? 0 
= ыш UE d (с) 4(16sen* 8 + 1)7??; (d) N = №, 


(c) (X? +1] 9^; (2) = —N, 17 (a) 


-Ai 45 52 
= pes N-R, 


кш 
(z cos 0 — нел); + ш senÚ + r cos 0); 


duse 


i dry? 
-(% send + rsen] + а eon] EE. = 
40 db 
— TOLE ——— 5 


(b) N,= 


"T. _| N ss T (a) nA senti + coni + cal] 
fU -N sex «0 5 4 cos 0 : 


(2 cos 20 + cos 0)i + (2sen20 + senb)j te 9 + 6cos 0 ‚=й, 
5 +4 cos 0 : ао apa Dij 


2 (a) (cos 0 — Usen 0)і + (send +0 cos 0), Pj (—sen0 — 0 cos oji + (cos 0 — Osen 0. 
TER MET 


(b) — 


0? +2 xm 

©) uu MN 

Gus. pue © 

para cima (respectivamente, para baixo) 


№ 31 Se к > 0 (respectivamente, к < 0), curva tem concavidade 


Conjunto de problemas 9 pág. 744 


З. = = SUE ETs = 
1 (a) V = 5; (b) 4 = і 3 v — 2r. /sen*?nt + 9 cos? Irt 5 (a)R= 
24/3 + (242 — 162): (b) V = 24,/3i + (24 — 320); (e) > see: (d) 24,/3i — 24} 
()3&,/3f 7 880b 9 Se e rev/s 
36 n /12 


Conjunto de problemas de revisão pág. 744 

5Sim  7Sim 1 pen 13 (a) 10 —Sj; (b) —8i+ 12у; (c)4i — 4j; (4)2; 

(е) 102—113; (f; (в) —97; (0) /5; 6)2; ()2/5+3/13 15 E 
- 6 Ў "m уз 

17 =yi4xj 2102 25 (ау2х+5у=26; (b) Qi 5j) (R —31— 4j) = 0; 


()R=( + 50) + (4—2): (d)x=345Sty=4-2 29 R= (cosh t)i +(senh dj 
31 (a) -(r- 1)722— 61002 2) 2 (6)20 — 1) ^i - [-6(7 — 2) + 24n (? — руса] 
33 (a l =j; (b)25ei + 90%; 
mop deiode. 


Bi ове 
(b)sent — cos t 37 (a a) Me E 


35 at APT E 
28º — 2tsent + 2t cost + 1 Nr +е- La 


(b)64(e?' — e=) 39 (é —sen2ii + Qr ѕеп20) — 41 
87 Р 
456 47 "m 49 (a)j; (b) 3: (e) -i 


53 (а) 31% + 8j; (b)6ri + 24€ 5; (е) 2 


Р-8 


Capítulo 15 


(540 + 5760) + (14417 + 15360"), (0— 192121 + 720] 
9 + 64t? F 9 + 64º 
55 (а) (-21sen71)i + (21 cos 7t)j: (b) (—147 cos 7t)i + (—147sen7t)j: (c) 21; (4)0; 
(e) 0: (f) (—147 cos Tui + (= 147 sen7t)) — 57 (а) гї 4 Bj (b)i 4-20: (c) / P e 
1420 213) + (t+ 28 —Pi+tj 1807 
gon (€ id E ma 


JE n L+r 1+2 um 4 


Conjunto de problemas 1 pág. 754 

3 (а)(—1,2,4); (b)(=1, k iJi 
(6) (—2.1,—3): (e) (72.1.3 (9) (2.1,—3) 7 Uma reta paralela ao eixo y e 
contendo (— 1,0,2) 9 Todos os pontos em ou acima do plano horizontal z = 1 


4): (8) (1,44) 5 (a) (21.3) 


23 (3,-1,7) 25 z= —4 27 х= 27 29 $3-3,m—-— 
3 


3E х2 y! £25 


ye y iz 25 35 (a)3; (b) 10; (c) 5: (9) /42 


Conjunto de problemas 2 pág. 761 И а - 
1 71-2) – 5k 3 10i — 17j — 2k 5 34i + 10j — 24k xi 
т GI8— 4/26) + (/18— 26) (26 4 18K 999 1117 1346 


. М 17 4 4 
15 98 17 S8i+I4j- lk — 19 ot (2) 21 cost |- £) 23 
6/1 195 JE 

27 е FS 2 2 d 

= (7E), o0 es (2) XDE NS A guga 

A Jio E 


-— 80 35Sim 37 Nào 43Sim 45 (23.209) 49 Não 
101". /101" xy 

51 Não 55 (a)jx,x; + 9192 +2425; (b) (e) + 
(e) Xi Y: 


Jes AY ey Vos QU GV 


Conjunto de problemas 3 pág. 768 

1 Esquerda 3 Direita 5 Esquerda 7 Direita9 Esquerda 11 —j 
17 ixk= jxi2-kjxjeQUkxi-jkxje-ikxk- 
21 3 23 -2j 25 3i — 6j 27 3i - 2j — 5k 29 —21i — t4j + 14k 
31 133 33 36 35 Mesma direção 41 Falso 


Conjunto de problemas 4 pág. 773 

1 11422j—-39k 3 988 5 35/-14k 7 57i — 318j + 168k 

9 —ili-29j— 13k  11,2i-47j-29%k 13 —17 150 1717 190 
210 23-133 25 239 27 Q8i-17j— 41k 29 35i-14k 31 24/2 


(341 
аз X 4 35 5 37 26 39 (a) linearmente independente: (b) lado direito 
É x 33 aom 
41 Coplanar 43 5/66 485 47 jla x В| 


Conjunto de problemas 5 pág. 783 
1 (+2 – 38): [x - i 6 Dj + e- 2) = 0 х+2у – 32+7=0 
3 (Si — 2j + 100): (xi + yj + zk) = 0, 5х — 2y + 102 =0 
5 (451 + 10) — 51K): [xi + (y — 8)j + zk] = 0, 45x + 10у — 51: = 80 

2i 3j, 6 


79-3455 9642 9 Qu 


gh (b) Nenhum, 5, — 12 


; (5000 13 6x-3p-22+25=0 15 2y-z-l 


17 x /2y ^2 2-4 /2.— 19 (0,0,0)está no plano 
21 Paralelo ao plano xy 23 Paralelo ao eixo y 


25 (a)(i—j 2k) x [x — 1i + (y 3j + (z + 2k] = 0; 


()R=(1+0+(3-0j+(-2+20k; (d)x=1+t1y=3-1, 
27 (a) Мх (Е-Е) =0,М =4i—2j+5k,Ro - 3i +j- 4k; (b 


ijs ; (c) R= Ro +tM; (d)x=6t,y=4+2,2=5+3t 
6 2 3 


i, Ry S Tij — AK (b)y 
restricào em x; (o E R)+iMi(d)x=7 +1, 


1 


ed 


y 


37 Contém (0,0,0) 39 Paralelo ao eixo z 41 Paralelo ao plano xz 


Conjunto de problemas 6 pág. 792 


5 A 10,/6 10 3 22 
2 3 y i0 a age 2 
1 ТТ у? 5 9 7 3 9 cos E | 11 cos” 63 13 2 
D 2,/70 
15 5x+2y-1l2+21=0 17 5x+3y-2:= NM Qj 
ма xb + 7 
27 A 29 Encontra em (11,0, —8) 31 45 
J65 
) cos" ( =) @%— Эй 2х—су—шж=1 87 liado interseção: 


39 5x—3y-8:43—0 41 7x+y-102=44 43 (2,2,2) 


¡is MR By € 
47 Valor absoluto de ge X2 Ya- y: 23— 
a= Еу £g— 


2 
2 
E 
Conjunto de problemas 7 pág. 805 

1 (a)5i- 4j - 2k; (b) Reais; (с) 10-637 — 2k; (9) 10—20 — 3 (a)i - : 


(b) (= 20,1); (c)2i k; (d)2i -j- E 5 (аја “р : (б) Reais; 
(+ Er, (d) -4j + 


Зп E 7 А a 
Tuy 7 30ti + (91? — 6)j + 1212 
IL (40 —20i + (4° — 152)j + (2 Зи) 


15 (a) (—4sen2t)i + (6 cos 21) + k; 


(c) (—8 cos 21)i — (12sen 2r)} 

17 (a) —e ¡+ 2j - 3k; (b) 2! 4e? 4 97; (c)e 

19 (а) (sent + t cos t) (cos г — rsen r)j + 2rk; (b) (SE +1; а 

(с) (2 cos t — sent + (-2seni—rcos:)i--2k 21 10 23 (3-5) 

99,/2 
4 


20) + 6k 


25 


7 (а)(—2зеп!)ї + (3 cos r)j +k; (b) /4sen?t + 9 соѕ2г+ 1; 


P-10 


—2sen ti + 3 cos tj + k 
/Asen? t + 9cos? t+ 
„9 sen” t + 4 cos? 1436. ( jt cos ni — (3sen1)j + (sent cos t)k 
(sente 9 cos? £ + 1) 16 cos? 1 + 9sen* t +sen? t cos? ` 
(3sent)i — (2 cos t)j + 6k в 6 


Bp — ; (i) (2вепг)ї — (3 cos 1)j; (j 
| aia B) [sarro (8 сва 19] Ua centi t cast ЗЕ 


(c) (—2 cos ri — (3sen t): (d) ; (e) (3sent)i — (2 cos 1)j + 6k: 


0 


29 (a) (20? 2672) + Qe?! + 2е 2) +5k; (b) /8e* + 8e ™ +25; 
(e) het d aa Ue de7 tj. (a) Qe" — 2e Wi + Qe" + 207%) + 5k, 
Af lig? Be t+ 25 

A /50(e* + е“) + 64, 
[8(e* + e) 42514" 
але + е} 9(e" — e 2)j — 2010 — e tok, 

Jie" е") + ep + n M 

e giga sita рну BE | 
A зке =й], баз sony врачь em 

Lle + e E) + 64 


(е) 20(e 2! — Ni + 20(2* +e7%) — 328; (f) к= 
) 


+ 20 ap az = 
Wisin 31 (a) +2 + Pk; (b)? +1: (c) 2j +21k; 

+ Jij nk ж Р ¿12 5/2107 - (P - Т] + ¿QuE 
dE, 2ri—2j+/2k: (f] ашы 
(d) PY (e) 4/2127 2t + y (002 FÉ : (e) T : 
qi er (2%: 6) NA ns 7 CC aseni)i + (a cos 0)j + БЕ 

pel "5e her abb 
N = (—cos t)i — (sent)j, B = pio шш, Eo к= E == 
ya +02 a + а +b? 

ФЕ ME X a PO 
эй 204124 Fa == 

RC na CE 


Conjunto de Broblentas 8 pág. 811 
1 (к—2)#+(у+1)#+(:—3)5= 3 (х= 4) + (y-1P + (2-3 =9 

5 (1,0, -2) R=3 E El, s 23 9 (3,1,2), R- 4/33 

11 (a) eixox; (b) plano yz; (с) parábola 13 (a) eixo x; (b) plano yz; (с) hipérbole 
15 (a) eixoy; (b) plano xz; (c) duas semi-retas encontrando-se em O 

17 (a) eixo z; (b) plano xy; (c) curva exponencial 

19 (a) eixo x; (b) plano xz; (c) parábola 

2 @) eixo y; (b) plano xz; (c) "зав retas encontrando-seemO 23 у +2? = х? 
25 y +22 (lnx) 27 z=x? Бу 29 6x? + бу? 462% 
31 eixoz, x? +2 = 3 33 eixox, х? — 9у° = 18 35 eixo 


/ 


Figura, problema 11 Е Figura, problema 13 У Figura, problema 15 


{ 


Conjunto de problemas 9 pág. 820 
Ara 


1 3y2+2?=4 elipse 3 22-7 = hipérbole 5 25x? + 4y? = 100, elipse 


E © 


7 9— 16y” = 2, parábola 9 (a)(+./6.0,0) (0, +. /2,0), (0,0, +,/3); (b) todas as 


P-11 


Figura, problema 19 Figura, problema 21 


Figura, problema 31 Figura, problema 33 Figura, problema 35 


simetrias; (c)as elipses 3y? + 22? — 6— Д, x* + 2z? = 6 — 3k? x? + 3y* = 6 — 22; (d) as 


elipses 3y? + 27? = 6, x? + 22? = 6; x? + 3y? = 6; (e) Elipsóide 

11 (a) (= 3,0, 0), nào intercepta o eixo y, (0,0, + 2); (b) todas as simetrias; (c) 
a hipérbole 9y? — 92? = 4k? — 36 (par de retas para k = + 3), a elipse 4x? + 
9z* = 36 + 9k?, a hipérbole 4x? — 9? = 36 = 9k* (par de retas parak = + 2): 
(d) hipérbole 9z* — 9y* = 36, elipse 4x? + 92° = 36, hipérbole 4x? — 9y? = 
36: (e) hiperbolóide de uma folha. 

13 (a) (= 2,0,0), sem interseções com os eixos y ouz. (b) Todas as simetrias; 
(c) elipse 4y? + 4:2 = k? — 4, hipérbole x? — 4z? = 4 + 4k?, hipérbole x? — 
4у?= 4+ 4k?; (d) hipérbole x?— 4z? = 4, hipérbole x?— 4y? = 4, não traça 
o plano yz; (e) hiperbolóide de 2 folhas. 

15 (a) Não intercepta o eixo x, (0, + 3, 0) não intercepta o eixo z; (b) todas as 
simetrias; (c) hipérbole y? — 97? = 9 + 9k?, elipse 9x? + 97? = k? — 9, 
hipérbole у? — 9x? = 9 + 95°; (d) hipérbole y? — 97? = 9, hipérbole у? — 9x? 
= 9, não traça o plano xz; (e) hiperbolóide de 2 folhas. 

17 (a) (0,0. 0): (b) todas as simetrias; (c) hipérbole 82? — 5y? = k*, hipérbole 


5 


8z? — х? = SK*, elipse x? + 5y* = 8k?; (d) duas linhas z = + - duas 


= 1 
linhas z= + A x, ponto (0, 0); (e) cone elíptico. 


19 (a) (0, 0, 0): (b) simetria com respeito ao plano xz, plano yz e eixo z; (c) 


P-12 


parábola 3z — А? ‚ parábola 3z — k? = 
parábola 3z = y?, parábola 3z 
(parabolóide de revolução). 
21 (a) (0, 0, 0); (b) simetria com respeito ao plano xz, plano yz, e eixo z; (c) 
— — Ro marmo E 
г - , parábola =3z , hipérbo — dls 
3 16 poste qe go E y 


círculo ЗК = x* + y? (d) 
, ponto (0, 0); (e) parábola elíptica 


à 2 


(d) parábola —3z = F parábola ТЕ 


32, duas linhas y = +35; 


(e) parabolóide hiperbólico 

23 (a) (0, 0, 0); (b) simetria em relação ao plano xy, plano уг e eixo у; (с) 
parábola y + 22, hipérbole x? — 2° = k, parábola х? = y + &*; (d) 
parábola = z?, duas linhas х = +z, parábola x = y; (e) parabolóide 
hiperbólico. 

27 Uma equação equivalente é obtida quando x, у e z são substituídos por 
— x,— y е — z respectivamente. 


ш 
29 (a) Elipse Y (7 2р5 parak « a, pontos(+ a, 0, U) parak = +a; 
р: E E т р 


a 


(b) elipse E —— рага |4 < Б, pontos (0, = b, 0) parak = = b: 

a 7 
2 

(c) elipse = + = E para |4 < e, pontos (0, 0, + c) parak = + c. 
a e 
5 q a " 

31 Com x = k + 0, a hipérbole — — 2 =~; com x = 0, о раг de linhas 

e po а 


с T 
concorrentes 2 = + n y: com y = k £ 0, a hipérbole 


: с Г 
соту = 0, o par de linhas concorrentes 2 = + F х; comz = К + 0, a 
E а j 


elipse B. ma comz = 0,0 ponto (0, 0, 0). 
a 


p 
a oy 
33 Comz = k, k < 0. a hipérbole a - = —k; comz = 00 par de linhas 
a 


2 2 
concorrentes у = +" x; comz = k, k > 0 a hipérbole x = E 
a 
35 x? + y? = — 4z, parabolóide de revolução em torno do eixo z (negativo) 
37 9x? + 92° = 4y?, cone circular 
39 23x? + 27yº + 362° = 351, elipsóide 
Conjunto de problemas 10 pág. 831 
= sds $ 3 

emo з (232) suo т (626) (X) 


Ш (1143 13 B 


3 
15 (,/14,1an”*2,cos"* [| 
2 ls 14, tan” * 2, cos (5a) 
17 (a)z = 27; (Б) 2р sen" = cos $ 19 (a)rcos 0 = 2; (b)p seng cos O = 2 
(b)tand=,5 23 (a)r=5; (b) psenó — 5 
1; ()p?cos26 2 1 27 (a)z e x? + y'; (b) cos ф = psen* ġ 


1; (b)p?(dsen* ф + 9 соз? 9) = 36 31 (a)? +y? 


4х; 


(6) рѕеп ф = 4с060 33 (а) x? +y? +22 = 4; (b)? +22 =4 35 (а) х? «y! = 9; 
(b)r=3 37 (а)у3:®=х?®+ у; (bz = 2 39 (+ z7)? = 2rz 


їй ко (еси À жий 
41 52731420? + Syn (у/1 + 2r? + /2m) 


Р-13 


Conjunto de problemas de revisão pág. 833 
it-2-1-5j supe 534513 7 (а) /46; (b) 4/37; (с) 6; 
т Я л ER 70 
(4) 4/6; (e) 2,/46 9 Não colinear п 3 13 —6i—5j 15 61 7 
k i — 16) + 16k alie. 29 8 
19 0 21 —8i- 8j + 8k 23 16i — 16) + 16k 25 8 27 cos 910 


31 Sim 33 x+2y+32=14 35 4x +2у - 32-5 37 х+3:= 1 


39 3х + 8у – 72 + 23 = 0 41 (а) х=5 +36у=6+752= =4— 5t; (b) 
z x-2 y+ 
p 7i аз Gergi ha (6) == 
7 = 3 
x-3 y+4 
45 (a)x=3+21,y=-4-1,2=1-3 (>= = 
е 6 
y=l,z=4+4t; (b)x=2, y= 1, zarbitrário 49 3 51 3x+y—-4=2 53 E 
PENE. : E ay tet — Мет“ +1 
59 Ae" i + e Pj) + K Ae" + Ac i 4e? (1 A, E 


$1 (2) (— 6nsen 2x tV + (6x cos 2x t)j + 2k. (b) (— 127? cos 2nt)i — (127º sen2nt)j; 


` e y 

í = (—3nsen2arji элу + k А á 

(92/5071; (аут – (39887 Ji + (Ba cos 2ni) + k, (е) (— cos 2ut)i — (sen2xt)j; 
Мп? +1 

2nt)i — 2nt)j + 3nk RO = а -— —: 

(6) белшу dp т] + ЭЁ. Ca fos 63 (is 29 - 3PR; (0) 1+4 +9; 
Nx 
і+2) +300. /36t* + 36:2 +4, 


e R Fe эў, 
(е) 6127 — 6] + 2k; (f) EVENT 


6ni-6j-2k | oír 


c) 2j + 6tk; (d) ===: 
( 6 атая 


(-18P — 4t)i + (2 — 186) + (12P + 60), 


(g) _-— A A — 22) 225 e 
М1 +47 + 9/36 + 3612 +4 A/36r* + 3612 +4 
6) ыр 65 (a) (cos? г — sen? t)i + (2sent cos 1); — (sent)k; (b) 1 "sen? t; 


(c) (—4sent cos t)i + 2(cos? t — sen?t)j — (cos t)k; 


(a) (cos? t — sen?t)i + (2 sent cos г)/ — (sent)k, 


VA +sen? г 

5 + 3sen? t 

(1 -- sen? i? 

—sent cos t(5 + 2sen? t)i + [4 — 2(1 +sen? 1)]j — (cos t)k.. 
/1 +sen* t5 + 3sen? г É 


(е) (—2 sen? г)? + (cos? t + 3sen*t cos t)j + 2k; (0) 


(в) 


(—2ser? t)i + (cos? t + 3 sen? cos 1)j + 2h 


(b) 


V5 + 3sentt 
(i) 4(sen*t — cos? t)i — (8sen г cos 1)j + (sent)k; 


67 (а) R- Av; (b) Ex A; olap e 44, ars 


(е) –кт; (f) кт 69 22 +y? = 4х — 3)* Tleixox,z'= e" 73 Elipsóide 


75 Parabolóide de revolução 77 Hiperbolóide de uma folha 
79 Parabolóide hiperbólico 
81 (a) Cilindro circular reto de raio 2; (b) plano fazendo ângulo de 7/6 com o 


planoxz; (c) cilindro circular reto de raio ЕТ cujo eixo central é paralelo ao 


Р-14 


Сарйшо 16 


1 
eixo z e contém (б) 83 z=f+r) 85 


Conjunto de problemas 1 pág. 843 
1 O plano xy completo 
3 Todos os pares ordenados (x,y) tais que x? + y 
5 Todos os pares ordenados (x,y) tais que x? + y 


7-39 о am. 
4 


2 am Meu 
13 5a +7/ab 15sen2t 17 5x? +Txyp+ xy CTT, 


21 (a) Todos os pares ordenados (x, y) tais que x + y = 4; (b) 24/2 


n(n + 1) 
23 (a) Todos os pares ordenados (x, y) tais que y + 2x; (b) 7 25 ix 2 


33 Temperatura troca rapidamente perto de P 


Conjunto de problemas 2 pág. 852 
i-t 344] sl 73 9 (a)() 0, (i) 0. (iii) O, (iv) 0; (b) 0 


m 


11 (a) G) 0, (ii) 0. (i) 1. v) ; (b) nào existe 13. (a) (1)0, (ii) 0, (iii) O, (iv) 0; 


14m? 
(bjo 15 ia 17 Contínuo 19 Descontínuo 21 Contínuo 


23 Contínua 

25 Todos os pontos (х,у) tais quex > 0,y > 0oux < 0,y=0:;(b)x>0,7>0 
oux < 0, y < 0 (c) nenhum 

27 (a) Todos os pontos (х,у) tais que y + 2x; (b) todos os pontos do domínio; 
(c) nenhum. 

29 (a) Todos os pontos (x,y) tais que y + + 1; (b) todos os pontos do domí- 
nio; (c) nenhum 

31 (a) Todos os pontos (x,y) tais que x? + y? « 9: (b) todos os pontos do 
domínio; (c) nenhum 

33 (a) Todos os pontos (x,y) + (0, 0) tais que y + —x eo ponto (0, 0); (b) to- 
dos os pontos do domínio exceto (0, 0); (c) nenhum 

35 (a) O plano completo; (b) todos os pontos; (c) descontinuidades em x? + y? 


Conjunto de problemas 3 pág. 858 


4ху? 
18 346 515 7 14х+10ху 9 cos7ycosx 11 Pay 
у can 
13 2700879 15077 17 6xy--7 Dry) AIDS) 
14x E: 27 esee) 29 —2xe = 
7х? + Ay? 1 + xy) 
31 хге(— угѕепуг + 2 соѕ уг) 33 —3x(x2 + у? +2?) 52 
Conjunto de problemas 4 pág. 862 
3 56 21x 672 1 
їз S5 #5 Y 9 (a) == n (а) – E 
e 625 ( а ( IN: (a) 3.000.000 
2,5028л 4л -22 1 
b)> sen— 13 ——,— 
(e) 90 9 5 `15 
Conjunto de problemas 5 pág. 870 A 
2n — ^ y 
1 1721 3001 5 29-7 7piferencial 9 Diferencial 


120 


P-15 


Y P 
11 Diferencial 13 (15x? + 8xy) dx + (4xº — 6y?) dy 15 R dP+ x 


7 (y? — 4х2 + 3yz?) dx + (2ху + 3x2?) dy + (6xyz — 2x?)dz 19 40 watts 
129 3 2xy* 2xty 


AS > 00047 29 (a — AVE! 
21 18% 28 118 25 27 ) ga yon Gyms 


: (b)0,0 
An? 


Conjunto de problemas 6 pág. 880 

1 2(3x?y? — Зу) + 121(2x? y — 3x + 2y) 

3 2x[sene — веп (и — v)] + 3x?[u cos v +sen(u — v)] 

5 3[cos (x + y) + cos (x — y)] + 3? [cos (x + у) — cos (x — y)] 


' 21 2secttant ost 
T pepper =; poca д Hu eta, = 
: т 


3 2 
11 6xv  Sysenu; 6xu — 8y cos v 13 (12x? — ue ) cos v — 6x? yp cos и; 


(1 Aux + 80x + бру. 4шу + бох 


17 6re 'senh(3x + Ту) + 7е?* senh(3x + 7y); 


—3re"*senh(3x + Ту) + 21re™ senh(3x + Ty) 
19 2uy te” + 28xye ye + Aurxye 21 4x cos e + 6ysenv + 221; 
—4xu sent + буи cos y + 2zu 23 2xsen cos 0 + 2yseng send — 22 cos q; 
—2хрзеп фвеп@ + 2yp sen cos 0 = 0; 2xp cos h cos 0 + 2yp cos p sent + 2zpsen$ 
3y— 3x cos (x — y) — sen(x + у). 
3 : (b pL oo шыш „шш. 
TH e £22 (a cos (x — y) + sen(x + y)" (е 


31 142 39 (а) 4 m'/min; (b) (3 + „5)m/min 41 —22,5K/min 


2 — бху?{—изепг) — Gx?ysenu 15 


Pro Pur? 


Conjunto de problemas 7 pág. 893 
T RA 
t @у%й—3р, узр ta MS B 


3 аул 8: (orci: tà 


К 12+. к, 4, 6 NA 
s аза @) 16! - 15^ O ^ ig * 
5/3. 2 


(b)50,/2;C/em 17 (a)2i 2j: (b)x+y-2=0 


19 (a) —2i - 4j — 6k; (9-2 21 (a)3i +k; ()— 23 a, 


nior i- ao Eu 25 (ауе; (D) i -27 (a)x + 2у 32-6; 


9 (аубх + 3y 422 18; е 


37 (a)x—2y-22=—9; (Б}= 39 (a)z— x; (b) 


y=0 47 —cos /3  /3 
55 —6i — 4j + 6k 


oe 
2079 


53 —66i + 107; + Ls 


P-16 


Conjunto de problemas 8 pág. 903 

1 (6) 10; (c)7: (d)7 3 (a)0: (b) —xcosy —2: (c) —seny: (d) —sen y 
HIE 4- a) Gx* -- ey? A (e) 3xy(* 3?) 
(d)3xy(x? + y)" 7 (a). —ycos х; (b) —4xe?'; (c) —senx — 2e?*; 

(d) —senx — 2е?> 9 P —sen(x + 2y); (b) —4sen(x +2y); (c) —2sen(x + 2y); 
(d) —2sen (x + 2y 1 (a)0; (b) 20x cosh 2y; (c) 10зепһ2у; (d) 10 senh 2y 


y) 
13 (a)2yz + бхеё'; m 15 (a)0: (6)0 17 (а)420е°; (b)420e% — 19 (a)0; 


(b) з 4==C 07 


Соо de problemas 9 pág. 912 

Mínimo relativo em (0, 1) 

- 3 Mínimo relativo em (х,у) tais que y = x + 1 
-5 Mínimo relativo em (1,1) e (- 1, — 1) 

7 Ponto de sela em (1,1) 

- 9 Mínimo relativo em (—1, — 1) 


js 


«11 Ponto de sela em (—1, —1) 


13 Pontos críticos (1,0) e (— 1, 0); mínimo relativo em (1,0) e máximo relativo 
em (-1, 0) 


- 15 Mínimo relativo em (3. 4) 
*17 Mínimo relativo em (—2, 1) 


19 Máximo absoluto em (0, 0) é 1; mínimo absoluto nahonteira des x +y'=1 
é 0. 

21 Máximo absoluto em (4, 4) é 48; mínimo absoluto em (12, 12) é — 144. 

23 2,2,5 


/ 
25x-5y-10 27-9 em[ — 7,0), 46'em 3, +) 29 667 cada. 


Conjunto de problemas 10 pág. 921 


JUS 3 1 I TOR JA A 
1 6-000 [- CRE DER 4 a A NO, 

/2 /2 1 Aa, (1/14 
A, f E У) E SS E | -7 (+100 
3-3 s (Pol 2.9) rl (2 (+100), 

NE) 2 6 9 ; 
(0, +2,/3,0), (0,0, 2/5 (+ x: 2 12,21) 9 (^u -£.5) П ж=%у=12 
100 50 50 

13 3º 5, 3m EX 15 Comprimento = largura 


19 (a) Na direção tal que a tangente a uma curva faz um ângulo agudo com 
Ve(a,b); (b) Na direção oposta àquela da letra (a). 


Conjunto de problemas de revisão pág. 923 
1 Domínio: todos os pontos (x,y) tais que x? + y?< 64; pontos interiores são 
todos aqueles (x,y) tais que x? + y? < 64. 
3 Domínio: todos os pontos (x,y) tais que 2x + y + 1; pontos interiores são 
todos aqueles do domínio. 
5 (a) —6; (b) —72; (c) Зар? cds; (d) o espaço хуги completo 


7 Não existe 1 = d = 3х? + 792, io 14ху — 24у? 
ar 
$7 3yle + xe 15 2 
A 23 4 2 
т S. (х2 + yy дд — y 


ах xp ay n eie WE PPS 


Capítulo 17 


P-17 


2 à 
Y o e sec? (x +y) 21 „= 3x? — 26ху222; 


e^ "*[sec? (x + y) — 7 tan (x + hz 


ЕЛ 
3y pedalas 


[2 
23 — = —yz csch? (ху); ms = xz csch? (xy); 
x ду 


= 
1 


33 (a) 2xydx + х? dy; (6) 7570 35 1,76rem? 39 —01 Ж 
41 24x! — 18xy? — 6x2y + 4 ; 8x? — бху? + 12х2у — 8y? 43 -2e +e; 


2, 
coth (xy) ; (b)x+y+2=6 


A -F ox? sen (u) — 2 x^ sen) 47 —Me^5 49 (a) 3; 


&/ 5-1 SUL T. 
(b)-2 51 (а)ѕепх; (b) »cosx — 53 (a) œ cm (b) 4/37: 3 ipi. J 
cosy poss o gpi E jo 50 du +0y=S2=8; 
ѕепх +x sen y 3л 
x-3 p—-3 2—2 m Paes 
die —2y + 1527 22; == 
gr MS =5 61 6x y +15 6 = 15 


63 (a)e"[12st + 108 + (65% + 10st? + 20]; (b) е?[105® + 12st + (25? + 10s?t + 6st?)?] 
65 Sem pontos extremos relativos, ponto de sela em (—1, —2) 
67 Máximo relativo em (1, 1); ponto de sela em (0, 0), (0, 3) e (3, 0). 


A ' 11 " MEE ai БА = 
69 Mínimo relativo em (55) 71 Máximo em ( z *ў |* mmo ет 2*2 
75 Aparelho Cr$ 1,00: lâminas Cr$ 0,40. 
Conjunto de problemas 1 pág. 931 
1 ev бу 3 РРР И 2/y Klx 5 2 B q E 
1 FS EUER: (v) 37 o = + К(х) — у? cos y 15 
1 382 2 л z^ e 2 
3— E = aa = B Sa 
9 s 4 1 5 13 3 15 3 Ij y J5 19 18 7 5 +35 
4 2e? -Jma = 
Ba DS 27 дет 40/24 
Conjunto de problemas 2 pág. 940 
250т 24n + A / 2m 


Ж 16 3 261 50 T 351 9 11 13 18 15 nr? 


3 É 
1 
17 5 [Nava — “дуз — X291 + Хауз + Хуу — xa 19 e 212 232 25 —4 
27 8л 
Conjunto de problemas 3 pág. 950 
л?+4 
2 


X yg 3 


л 
50 gs 
Ta 3 


шә co 


150 13 iom Є? 
1 ES 
15 200—678) 170 Wisi 21 12542-1) 23 ;(/53-1) 258 


Conjunto de problemas 4 pág. 962 


123 HS os " 
1 E unidades quadradas 3 3 unidades quadradas 5 12 unidades quadradas 


5 
7 2 unidades quadradas 9 Tao Unidades cúbicas 11 2 unidades cúbicas 


1 292 5 ; 
13 — unidades cúbicas 15 * unidades cúbicas 17 T unidades cübicas 


P-18 


64 E 27 66 915 
TE 2 Z gm; |2 27 15 вт; [2,2 
19 64gm 21 3 z 23 7 Coulomb 25 i gm; a 7 em; Es il 
10 39 zi 21 102 ) 10887 

- piti; Pg Ба, E = 7 
Mg en [s 75] 33 02) 38 [5 610576530102 15 


E 37 2 
“nd EE 


unidades cúbicas 


39 = unidades cúbicas 41 i emm, gm-cm? 43 


m-em 
91 с 


3-42 
56 8 32 3 a 
45 5 gm-cm?; = gm-cm?^; ei gm-cm? 47 5 ngm-om? 49 T gm-cm? 


Conjunto de problemas 5 pág. 970 
4л 5 na? 


LE 350/21) 50 76 9z-e&e? ut 


dox Trias aa D2 


unidades quadradas 


21 unidades quadradas 23 q unidades cúbicas 25 7 unidades cúbicas 
8 j: 0 3 3 É 8 
errado o) 29 pe e.o] 31 ( е | gy EROR D aê 
4a + 64/3 300 2л`2т 24 

Conjunto de problemas 6 pág. 980 

9 5 1247 1 л І 

VE 28 ж — 96 - 3 20 15 — 

$ m 5 "a Ж... 180 


8 А 3 diss T bis. 
17 те unidades cúbicas 19 8m,/2 unidades cúbicas 21 q unidades cúbicas 


23 25 


Conjunto de problemas 7 pág. 988 


ii ве. mus rå = 9.20071 н 18 Bim 

T mn S ETT 7 unidades cübicas 

21 = (8/2 — 7) unidades cúbicas 23 = (2 — 4/2) unidades cúbicas 

DE ыб =! unidades cúbicas 27 Parte superior: 8 Qa? — За% + КЭ) unidades 


2m... are 
cúbicas; Parte inferior: я (2a* + За?К — k5) unidades cúbicas 29 TE unidades cúbicas 


Amd 


y EM 
2 


(unidades)! 


Conjunto de problemas 8 pág. 996 


327 243л а 444 8 8m 
1 3 Eme q (53) 9 (000) 11 ($ | 
3 2 = Ы 97979 о) 151524 
3(b* — at) 1 512 5 10 mía? + b?) 
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NDICE ALFABÉTICO 


Os números em itálico referem-se a localizações fora do texto (legendas, quadros, dísticos, notas, etc.). 


A 


Abscissa de P,, 11 
Aceleração, 152 
- centrípeta, 741 
- da gravidade, 270 
Adição de vetores 
- elemento identidade para a, 687 
- propriedade 
associativa, 687 
comutativa, 687 
- regra do paralelogramo para, 687 
Álgebra de funções, 39 
Altura, 349 
Anel de ancoragem, 357 
ngulo 
- entre dois planos, 786 
- entre duas retas, 791 
Antiderivada, 256, 257 
- notação para, 258 
Antidiferenciação(ões), 257 
- com respeito 
à distância, 278 
ao tempo, 278 
- da função nula, 258 
- em um intervalo aberto, 258 
- regras básicas, 259 
- sucessivas, 267 
Аъшо, 256 
Aproximação 
- linear, 863 
processo da, 132 
teorema da, 134 
- polinomial de Taylor 
-- limite do erro na, 599 
Área(s) 
- com sinal, 286 
- de regiões planas 
cálculo por divisão em fatias, 339-340 
usando a integral definida, 340 
- de um triángulo 
no espaço, 772 
-- no plano, 773 
- de uma superfície de revolução, 372 
- entre dois gráficos, 341 
- pela integracáo dupla, 953 
Assíntota(s), 78 
- da hipérbole, 235 
- horizontal, 79. 
- vertical, 79 


B 


Br 
- derivada de, 446 

- propriedades básicas de, 445 
Base canónica, 693 


E 


Calor específico, 204 

Campo 

- escalar, 840, 888 

- vetorial, 1018 

Cardióides, 540 

Casca, 350, 350 

Cauchy, teorema do valor médio generali- 
zado de, 573 

Célula(s), 933, 972 

Centro 

- da elipse, 218 

- da hipérbole, 235 

- massa, 955, 992 

Centróide, 957, 993 

Cilindro(s), 808 

- circular reto, 808 

- diretriz do, 808 

- elíptico, 808 

- geratriz do, 808 

- hiperbólico, 808 

- parabólico, 808 

- sólido 

--de bases B, e B+, 349 

- - reto, 349 

Circulação, 1026 

Circulo(s), 212 

- equação do, 213 

- na forma polar, 547 

Co-seno hiperbólico, 452 

Coeficiente(s) 

- angular, 13 

- - da reta tangente, 93 

- infinito, 14 

- da série de potências, 653 

- de expansão cúbica, 205 

- linear, 16 

Colatitude, 827 

Comparação entre um ángulo e seu seno, 
393 

Componente(s) 

- escalar(es), 698 

- - aditivas, 699 

- normal, 742 

- tangencial, 742 

- vetorial 

- - normal, 799 

- - tangencial, 799 

Composição de f, 41 

Comprimento de arco, 369, 726, 732 

Cone 

- altura do, 366 

- elíptico, 816 

- sólido com vértice P e base B, 366 

- volume de, 366 

Condição(ões) 


- de contornos, 265 

- de paralelismo, 15 

- de perpendicularidade, 17 
iciais, 265 

- - limite, 265 

- marginais, 265 

Cónica(s), 212, 241 

- degenerada, 566 

- diretriz da, 241 

- equação da, 242 

- excentricidade, 241 

- foco da, 241 

- na forma polar, 544 

- teorema das, 243 

Conjunto 

- aberto, 850 

- dos números reais, 2 

- fechado, 850 

- - solução, 4 

Conóide, 389 

Constante 

- da mola, 275 

- de Euler, 428 

- de integração, 259 

- desvio padrão, 441 

- média, 441 

Continuidade, 61 

- de um produto, 85 

- em um intervalo, 69 

Conversão de base para logaritmos, 448 

Coordenada(s), 10 

- cartesianas 

- - equações associadas à rotação em, 557 

- cilíndricas, 822 

- conversão de, 531 

- do ponto P, 10, 11 

= polares, 529 

= - área de uma região em, 550, 553 

- sistema de, 10 

-3X.1 

-z. 749 

Corda focal, 229 

Cota 

- inferior, 612 

- superior, 612 

Crescimento exponencial, 464-467 

Curva(s) 

- catenária, 457 

- cielóide, 714 

- de nível do campo, 887 

- direcionadas, 999 

- fechada, 1004 

- - simples, 1004 

- orientadas, 999 

- polares) 

= - comprimento de arco de uma, 553 

- - pontos de interseção das, 547 


Zurvatura, 733 
fórmula para, 735 
K, 798 

Zusto marginal, 189 


D 


Derivada(s) 

- à direita, 100 

- à esquerda, 100 

- da(s) função(ões) 

- - exponencial, 441 

- - hiperbólicas, 454 

inversas, 461 

- - logarítmicas, 449 

- - trigonométricas, 397-400 

- - vetorial, 721 

- de bx, 446 

- de n-ésima ordem, 153 

- de ordem superior, 151-157, 154 

- - regras de, 155 

- de quarta ordem, 153 

- de segunda ordem, 152 

- de terceira ordem, 153 

- de uma função, 97-104 

aplicações da, 143-211 

continuidade, 100 

diferenciabilidade, 100 

- direcional, 883, 889 

- do logaritmo natural, 429 

- notações da, 98 

- para valores aproximados de funções, 

130-136 

- - processo da aproximação linear, 132 

- teorema da aproximação linear, 134 

- parcial(is), 854 

- - cálculo de, 856 

-- de ordem superior, 896 

- - de segunda ordem, 897 

e diferenciação implícita, 878 

interpretação geométrica, 860 

- mistas de segunda ordem, 900 
igualdade, 900 

- regra da cadeia para, 857, 872-880 

- taxa de variação, 860 

- quarta, 153 

- segunda, 152 

- terceira, 153 

Desaceleração, 270 

Desigualdade(s), 2, 3 

- estrita, 3 

- não-estrita, 3 

- regras para, 2 

- triangular, 7 

Deslocamento, 726 

Determinante, 767 

Diferenciabilidade, 122 

Diferenciação, 90, 99 

- da(s) função(ões) 

~- exponencial, 441 

hiperbólicas, 454 

- inversas, 461 

trigonométricas inversas, 416-420 

- implícita, 194 

- - processo, 195 

- logarítmica, 447 

- parcial, 854 

- provas das regras básicas da, 109-113 


da constante, 104 

- - da homogeneidade, 105 

- - da identidade, 104 

da inversa aritmética, 107 
da multiplicação, 106 

da potência, 105 

para expoentes inteiros, 108 
- da soma, 106 

- - de Leibniz, 106 

- - do produto, 106 

= - do quociente, 107 
Diferencial(is), 251 

- fórmulas, 253 

- total. 866 


Dina, 278 

- - centímetro, 279 

Diregáo de um gráfico polar, 540 
Diretriz, 226, 544 

Discriminante, 512 

Distáncia, 726 

- de um ponto a um plano, 784 

- entre duas retas no espaco, 788 

- entre pontos no espago, 759 

- entre um ponto e uma reta, 787 

- fórmula da, 11 

- orientada, 1, 749 

- unitária, 1 

Distribuição probabilística de Poisson, 450 
Divergência de uma série de somas, 628 
Divergente, 1021 

Domínio de f, 21 


E 


Eixo(s) 

- coordenados, 10 

- da parábola, 227 

- de revolução, 809 

- de simetria, 227 

- dos "x", 10 

- dos "y", 10 

- maior da elipse, 219 
- menor da elipse, 219 


- z, 750 

Elasticidade de demanda, 142 

Elemento 

- oposto, 688 

- simétrico, 688 

Elevação, 13 

Elipse, 212, 212, 218 

- centro da, 218 

- focos da, 218 

- eixo 

- - maior, 219 

-- menor, 219 

- equação da, 220 

- latus rectum da, 225 

- propriedade refletora da, 226 

- vértices da, 219 

Elipsóide, 814 

- de revolução, 810 

Energia 

- potencial, 384 

- total, 385 

Equação(ões) 

- associadas à rotação em coordenadas car- 
tesianas, 557 

- da cônica, 242 

- da curva, 215 

- da demanda, 378 

= da elipse, 220 

- da hipérbole, 235 

- da parábola, 227 

- - da forma canônica, 227 

- da reta L, 15 

- de curvas no plano, 714-717 

- de planos no espaço, 775 

= de reta(s), 775 

-- normal, 127-129 

- - tangente, 127-129 

- de suprimento, 381 

- de vínculo, 914 

- diferencial(is), 265 

- - aplicações, 273-280 

= - de segunda ordem, 267 

- do círculo, 213 

- do movimento, 151, 739 

- escalares paramétricas, 782 

- geral do segundo grau, 561 

= paramétricas, 711 

- - escalares, 713 

- polar, 532 

- - gráfico de, 533 

- separável, 266 

- simétricas, 781 

- vetorial, 706, 707. 776 

7. e distância de um ponto a uma reta, 709 


- - gráfico, de, 707 

- - paramétrica, 711, 781 

Erg, 279 

Escala numérica, 2 

Esferas, 807 

Espaço 

- curvas no, 796 

- equação de movimento, 796 

= хут, 751 

Espiral 

- circular, 803 

- de Arquimedes, 539, 539 

- logarítmica, 539, 539 

Euler, constante de, 428 

Exatidão, 285 

Excentricidade, 544 

Existência das integrais de Riemann, 307 
Extremo(s) 

luto(s), 175, 909 

- - existência de, 176, 909 

- - processo, num intervalo fechado, 176 
- relativo(s), 168, 905 

- - condição para, 168, 907 

1 derivada primeira e segunda para, 169 
- processo, 172-174 

-- teste 

da primeira derivada, 170 

da segunda derivada, 171 


Fatores quadráticos irredutíveis, 512 
Fermat, princípio de, 186 
Fluxo, 1010 
- do campo vetorial, 1018 
Foco(s), 226, 544 
- da elipse, 218 
Força, 381 
- causada pela pressão do fluido, 386 
- centrífuga, 743 
- centrípeta, 742 
Forma(s) 
- canônica, 223 
- de Lagrange, 598 
- do ponto coeficiente angular, 15, 16 
- escalar 
- - não-paramétrica, 714 
- - paramétrica, 715 
- geral da equação da reta, 17 
- indeterminadas, 570. 
- vetorial, 705 
não-paramétrica, 715 
paramétrica, 715 
Fórmula(s), 804 
- da distância, 11, 12 
de Frenet, 802 
= de Taylor, 570-601 
com o resto de Lagrange, 598 
- - extensão do teorema do valor médio, 
596 
- para as funções hiperbólicas inversas, 460 
- para conversão de coordenadas cartesia- 
nas para coordenadas polares, 534 
- prismoidal, 336 
Frações parciais, 504 
- cálculo das constantes das, 506 
- igualando os coeficientes, 506 
ubstituição, 506 
- integração de funções racionais por, 512- 
18 


Frenet, fórmulas de, 802 
Função(ões), 21 

- a duas variáveis, 837 

- - área do gráfico de uma, 1015 
- - continuidade, 849 

- - derivadas parciais de, 854 

- - gráfico, 838 

-- imagem, 838 

1 propriedades da continuidade para, 850 
- ап variáveis 

7 - derivadas parciais de, 855 

- a três ou mais variáveis, 867 

- a várias variáveis, 839 

- afim, 30 


composição de, 40, 41 
concavidade do gráfico de uma. 159 


constante, 30 
contínua(s), 31, 61. 850 
-= integral de Riemann. 307 


, 67-71 

- continuamente diferenciável, 864 
- crescente, 158, 309 
-custo marginal, 189 
- dada pela equação, 21 
- de densidade, 953 
- de Gompertz, 468 
- decrescente, 158, 309 
- definida pela equação, 21 
- densidade da probabilidade normal, 441 
~ derivada de uma, 97-104 
- descontínua(s), 31, 62 
- diferença de, 40 
- diferenciável(is), 101, 200, 864 
-- a duas variáveis, 864 
contínua, 869 
continuidade de, 102 
- domínio de, 22 
- elementares, 427 
- exponencial, 458, 1037 
com bases diferentes de e, 444 
como um limite, 449, 450 
de um número racional, 440 
diferenciação da, 441 
para valores irracionais de x, 440 
propriedades da, 439 
- externa, 118 
- extremo(s) 
absolutos de, 175 
relativo da, 905 
- gráfico de, 21 
- hiperbólicas, 452, 1038 
derivadas das, 454 
diferenciação das, 454 
integrais, 455 
inversas, 458-463 

fórmulas para, 460 
identidade, 30 
imagem de, 22 
impar, 29 
- implícita, 197 
- infinitamente diferenciável, 670 
- integrável, 939 
- interna, 118. 
= inversa(s), 43 
da secante hiperbólica, 459 
do co-seno hiperbólico, 459 
do seno, 411 
regra da, 122 
teorema, 122 
- limitada, 307 
- log,, 448 
- logarítmica(s) 
-- com bases diferentes de e, 444 
derivada das, 449 
natural, 428 
gráfico da, 434 
propriedades da, 433-437 
- maior inteiro, 31 
- monótona, 158 
- par, 29 
- polinomial, 30 
- produto de, 40 
- propriedades dos limites de, 57-61 
- quociente de, 40 
- racional(is), 30, 510 
= Riemann-integrável, 973 
- seccionalmente contínua, 307 
- seccionalmente monótonas, 307 
- seno, 118 


- valor(es) 

- - absoluto, 31 

- - de máximo e mínimo relativos, 167-174 
- - intermediário, 317 

médio, 317 

em um intervalo, 317 

= vetorial(is), 718 

= - contínua, 720 

derivada, де, 721 

limite de, 719 

propriedades, 719 

- notação diferencial de Leibniz, 721 
- regra da cadeia para, 724 

- zetà de Riemann, 637 


G 


Gás 
- compressão de, 383 
- expansão de, 383 
Gauss, teorema de, 1022 
Geometria analítica e as cônicas, 212-250 
Gompertz, função de, 468 
Gradiente, 884, 889 
Gráfico(s), 21 
- da função logaritmo natural, 434. 
- de equação(ões), 212 
+- no espaço xyz, 751 
- - polares, 532 
- de uma função 

- concavidade 
para baixo, 160 
para cima, 160 
teste para, 160 
- - construção de, 161 

536- 


- - simetria dos, 537 
Grama, 278 


H 


Hélice, 803 
Hipérbole, 212, 2/2, 234 
- assíntotas da, 235 
- centro da, 235 
- eixo 
- de simetria, 235 
-- transverso, 235 
- equação da, 235 
- equilátera, 240 
- forma canônica para, 235 
- latus rectum da, 239 
- vértices da, 235 
Hiperbolóide 
- de duas folhas, 814 
= de revolução, 810 
- de uma folha, 814 
Hooke, lei de, 275 


Identidade(s) 
- de Lagrange, 770 
- do duplo produto vetorial, 770 


- trigonométricas padrão, 35 

Imagem de f, 21 

Inclinação, 13 

Índice do somatório, 298 

ão, 258 

idade com respeito ao intervalo 

de, 315 

- de e", 442 

- de funções 

-- que possuem potências fracionárias, 
520-522 


- racionais de seno e co-seno, 522-523 
-- trigonométricas, 406-408 


- - trigonométrica, 491 

Integral(is) 

- da co-secante, 486 

- da co-tangente, 486 

- da secante, 486 

- da tangente, 486 

- de linha, 998 

- - propriedades das, 1002 

- de Riemann 

- - cálculo das, pelo uso da definição, 308 

- de superfície, 1010, 1017 

- de uma função constante, 312 

- definida(s), 286 

- definida, 286 

- - aproximação de, 330 

limite de somas de Riemann, 330 

- - áreas de regiões planas, 338 

- - comparação, 314 

de Riemann, 305 

--nas ciências económicas e biológicas, 
378 

---fluxo de sangue no sistema circulató- 

rio, 

poluição, 380 

produção num período de tempo, 379 

saldo do consumidor, 378 

- positividade, 314 

- propriedade 

aditiva, 313 

da homogeneidade, 312 

do valor absoluto, 314 

inear, 313 

- - variável se integração numa, 319 

- dupla(s), 932 

- - aditividade em relação à região de 
integração, 939 

- - comparação, 939 

--em coordenadas polares, 964-970 

existéncia, 939 

- - interpretação como uma área, 939 

- - positividade, 939 

-- propriedade 

- aditiva, 939 

- linear, 939 

- envolvendo 

- - funções hiperbólicas, 455 

- - logaritmos naturais, 430 

- impróprias, 570 

-- com integrandos ilimitados, 588-592 

~- com limites infinitos, 582-586 

-- com um limite superior infinito, 583 

-- convergente, 583. 

-- divergente, 583 


-- no limite 
--- inferior, 588 
--- superior, 589 


- indefinida, 259 
- que envolvem produtos de potências de 
senos e co-senos, 479-483 
-- de funções trigonométricas diferentes 
de seno e co-seno, 485-489 
- que produzem funções trigonométricas 
inversas, 421-423 


r4 


- repetidas, 927.930 
- teorema do valor médio para, 317 
= tripla(s). 972 

centro de massa, 992 
densidade, 990 

em coordenadas 


- - momentos, 991 

Integrando, 259, 287 

Intensidade da força centripeta, 742 
Interseção de curvas polares, 544 
Intervalo(s), 4 

-aberto, 4 


direita, 4 
-- à esquerda, 4 

- de convergência, 655 

- de integração, 287 

- - aditividade geral, 318 

- fechado, 4 

- infinito 

negativo, 5 

itivo, 5 

- limitados, 4 

= não-limitados, 5 

- notação de, 5 

Invariante 

- algébrico por rotação, 565 
- por rotação, 565 

Inversa de uma função, 45 
- método algébrico para, 46 


T 
Juros compostos continuos, 471 


K 


K-ésimo subintervalo, 304 


L 


Lagrange 
- forma de, 598 

- multiplicadores de, 914 
Lâmina, 955 

Latitude, 827 

Latus rectum 

- da elipse, 225 

- da hipérbole, 239 

- da parábola, 229 

Lei 


- da conservação da energia, 278 
- da gravitação de Newton, 276 
- da refração de Snell, 193 

- da transitividade, 3 

- de Hooke, 275 


- lateral, 63 
= - definições formais de, 66 

- propriedades básicas de, 57 

- superior de integração, 287 
Linha(s), 998 

- de contorno, 842 

- egüipotenciais, 842 
Logaritmo(s), 427 

= comuns, 1039, 1040 

- conversão de base para, 448 

- natural(is), 1035, 1036 

- - de um produto, 433 

- - de um quociente, 433 

- - de uma potência racional, 434 
- - imagem do, 436 

- - monotonicidade do, 434 
Longitude, 827 


M 


Mapa de contorno, 842 
Massa 

- centro de, 955 

- homogênea, 957 

- uniforme, 957 

Máximo 

- absoluto, 912 

- local, 168 

- relativo, 168, 912 
Meia-vida, 467 

Meridiano(s), 827 

- principal, 827 

Método 

- da iteração, 945 

- das cascas cilíndricas, 359 

- de divisão em fatias, 361 

- de fracionamento, 283 

- dos anéis circulares, 353-357 
- dos discos circulares, 351. 352 
- rápido de substituição, 508 
Mínimo 

- local, 168 

- relativo, 168 

Mistura, 469 

Módulo do torque, 959 
Momento, 955 

- de inércia, 959, 994 

- - polar, 961 

Momentum linear, 278 
Movimento, 384 

- de um projétil, 279 

- linear, 269 

Mudança de variável, 261 

- processo, 261 
Multiplicadores de Lagrange, 914 


N 


- diferenciação, 99 
Órbita, 739 

Ordem da equação, 267 
Ordenada, 11 
- à origem, 16 
Origem. 1, 705 


P 


Par ordenado, 11 
Parábola, 24, 212, 212, 224, 226 
- área sob uma, 300 

- concavidades, 227 

- corda focal da, 229 

- eixo da, 227 

- equação da, 227 

- latus rectum da, 229 

- na posição geral, 229 

- propriedade refletora da, 231 
- vértice, 227 
Parabolóide 

- de revolução, 810 

- elíptico, 817 

- hiperbólico, 817 
Paralelepipedo, 765 
Paralelos, 827 
Parâmetro, 711 

Partição, 304 

- estendida, 304, 972 

- regular, 933 

Passo, 13 

Pépound, 278 
Percurso, 739 

Peso, 278 

Plano(s) 

- cartesiano, 11 

- coordenado(s), 11, 750 
- cortante, 813 

- interseção de, 791 

- no espaço. 775 

- paralelos, 787 

- perpendiculares, 787 

- tangente, 890 

-ху 11 

Poisson, processo de, 472 
Polinômio de Taylor, 594 
Pólo, 529 

Ponto(s), 11 

- crítico, 168, 907 

- - interior, 907 

- de inflexão, 161 


- de interseção das curvas polares, 547 


- de máximo relativo, 159, 167 
- de mínimo relativo, 159, 167 
- de sela, 907 

- extremo, 4 

- focais, 218 

- - fronteira, 850, 867 


- de Newton para o resfriamento, 470 N-ésima derivada, 153 - interior, 850, 867 


- do movimento, 151 Nabla, 885 - mudança de uma função em número finito 
- - de Newton, 278 Newton de, 308 

- dos expoentes, 445 - lei da gravitação de, 276 - simetricamente situados em relação ao 
- natural do crescimento, 465 - notação de, 98 plano, 751 

- - fórmulas da, 465 Normal, 972 - unidade, 1 

Leibniz, notação de, 99 Normalização, 701 Poténcia(s) 

- para a regra da função inversa, 121 Notação(ões) - da co-secante, 487 

Lemniscata, 540 - da derivada, 98 - da co-tangente, 487 

Limaçon, 540 = de intervalo, 5 - da secante, 487 

Limite(s), 51, 55 - para integral de antiderivadas, 259 - da tangente, 487 

- adição de, 83 - sigma para somas, 297 - e raízes, 1041 

- à direita, 66 - vetorial e trabalho, 1001 - racional 

- à esquerda, 66 Número(s) - - logaritmo natural de, 434 

- de função(ões) - positivos, 22 Potencial, 278 

= - а duas variáveis, 844, 848 - realis), 1-4 Pound, 278 

--a várias variáveis, 845 = - conjunto dos, 2 Primeiro 

- - Riemann-integráveis, 307 -- negativo, 2 - octante, 750 

- definição formal de, 54 = - positivo, 2 - quadrante, 11 

- envolvendo infinito, 71-78 Princípio 

- - definições formais, 77 o - da tricotomia, 2 

- inferior de integração, 287 - de Fermat, 186 

- infinitos Octantes, 750 Problema de extremos vinculados, 914 
- - pela direita, 77 Operador Processo 


- - pela esquerda, 77 - derivada parcial, 854 - da aproximação linear, 132 


- - média, 92 

- relacionadas, 200 

Taylor, fórmula de, 594 
Teorema(s) 

- da aproximação linear, 134 


- da divergência, 1010, 1021, 1022 

- da função inversa, 122 

fórmula, 122 

regra 

da potência para expoentes racionais 
124 


--- da raiz, 123 

- da limitação, 83 

- das cónicas, 243 

- de Gauss, 1022 

- de Green, 998, 1004 

- - demonstração do, 1006 

= de Pappus, 958 

- de Pitágoras, 201 

-~ de Rolle. 147-149 

- de Stokes, 1021, 1026 

- do valor 

ntermediário, 143-144 

- médio, 144-147 

generalizado de Cauchy, 573 

para integrais, 317 

- sobre funções diferenciáveis a duas variá- 
veis. 868-870 

- fundamental do cálculo, 287, 321-327 

- - prova do, 326 

Teoria das funções, 20 

Terceiro quadrante, 11 


Termo(s) 
- da sequência, 606 
- da série, 616 


Teste da segunda derivada, 907 
Tetraedro, 794 

Toro. 357 

Torque, 959 

Trabalho 

= no bombeamento de um líquido, 382 
- por uma força variável 
Trajetória, 739 


Translas 
Tricotomia 
- principio da, 2 
Trinca 
- destrógira, 763 
- levógira, 765 
Triplo produto escalar, 765 


у 


Valor(es) 

- absoluto, 6 

- - propriedades do, 8 

- fundamentais, 535 

- máximo absoluto, 175, 176, 909 
uplicações 

à fisica e engenharia, 186-189 
- ao comércio e economia, 189 
- geométricas, 181-184 

- - processos, 184 

- máximo relativo, 905 

- mínimo absoluto, 175, 176. 909 

-- aplicações 

à física e engenharia, 186-189 
- ао comércio e economia, 189 


de eixos, 215 


Variável(is) 
- dependente, 21, 837 

- independente(s), 21, 837 

Velocidade, 152 

- média, 91 

Vértice(s) 

- da elipse, 219 

- da parábola, 227 

Vetor(es), 686 

- aceleração, 727, 796 

- - componentes tangencial e normal, 735 
- ângulos diretores do. 760 

- básicos, 693 

- binormal unitário, 801 

- co-senos diretores do, 760 

- combinacáo linear dos, 693 

- componentes do, 693 


- comprimento do, 698 
- coplanares, 756 
- curvatura, 733, 798 
= da base canónica, 756 
- de base, 693 
- de mesmo sentido, 692 
- de sentidos contrários, 692 
- direcional, 711 
- e cocficientes, 693 
- extremidades, 686 
- força 
- - centrífuga, 743 
- - centrípeta, 742 
- independência linear de, 692 
- linearmente 
- - dependentes, 756 
- - independentes, 692, 756 
- multiplicação de, por escalares, 689-695 
- no espaco tridimensional, 755 
- norma do, 698 
- normal, 708. 732, 775 
, 732 


- oposto, 688 
- origem do, 686 
- paralelos. 692 
- ponto 
inicial, 686 
terminal, 686 
- posição, 705, 757 
- produto escalar de, 697 
- simbólico, 1021 
- simétrico, 688 
- tangente 
e comprimento de arco, 797 
unitário, 
- unitário, 701 
- velocidade, 726, 796 
Vinculos, 914 
Volumes 

- de sólidos de revolução, 349 
- pela integração di 
- pelo método de di 


o em fatias, 361 
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